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Chapitre 1 


Systemes de coordonnees et vecteurs 

1.1 Systemes de coordonnees 

1.1.1 Repere cartesien 

Reperage d’un point en coordonnees cartesiennes 

Un repere cartesien est defini par un point origine O et trois axes (Ox, Oy, Oz ) perpendiculaires 
entre eux (voir figure [Lfj r) ). Les vecteurs unitaires portes par les axes sont : z que nous 

allons le plus souvent denote simplement par x, y, et z. 



FIGURE 1.1 — Repere cartesien 


On doit bien noter la disposition relative des directions ( Ox,Oy,Oz ). Telles qu’elles sont placees, 
elles definissent un triedre direct. Dans un tel triedre, un bonhomme transperce des pieds a la tete par 
Oy, regardant la direction Oz, a la direction Ox a sa gauche. On peut noter aussi que Ox, Oy, et Oz 
sont respectivement orientes selon les directions de l’index, du majeur, et du pouce de la main droite. 
Un point M de l’espace est repere par les trois composantes du vecteur r joignant O a M (voir fig. 

Si): 



( 1 - 1 ) 


M' est la projection de M dans le plan ( xOy ). Les composantes x et y de 7^ sont les coordonnees du 
point M' dans ce plan. La composante z est obtenue en tragant la parallele a OM' passant par M. On 
dira indistinctement qu’un objet se trouve au point M ou en 
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Reperage d’un vecteur en coordonnees cartesiennes 

Quand il s’agit de reperer un vecteur ~X (M) dont le point d’application est situe au point M {x. y, z ), 
ou "r^ (x, y, z), on peut decrire ce vecteur avec le meme base de vecteurs unitaires x , y , z (voir fig jl.lfc )). 
Nous appelons done x, y , z. un repere orthonorme global parce qu’on peut l’utiliser a decrire un vecteur 
ayant n’importe lequel point d’application. 


Deplacement (differentielle) en coordonnees cartesiennes 

La differentielle de la position se trouve facilement a partir de sa definition : 

> dolti , doiti , doiti , _ ^ J 

aCJM = — dx H — dy 4 — dz = xdx + y dy + z dz 

ox dy oz 


( 1 . 2 ) 


La differentielle volume autour d’un point, dV, correspond au produit des trois differentielles de depla- 
cement 

dV = dxdydz (1.3) 


On en deduit egalement la differentielle de surface orientee dS 

d$ = xdydz + ydxdz + zdxdy 


(1.4) 


Exemple - Densite de charge : 

La plus souvent en physique, on ne parle pas de charges ponctuelles, rnais de densite volumique 
de charge, p("r^), distribute dans un gaz, liquide, plasma ou objet solide. La densite de charge, p v (r), 
est analogue a la densite de masse etudiee en cours de mecanique : notamment, si 1’on considere un 
differentielle de volume, dV autour du point qui enferme une quantite charge appelee dq, la densite 
volumique de charge en ce point s’ecrit par dehntion : 

La charge totale, Q to t dans un volume V quelconque s’obtient en integrant p v sur ce volume, 

Qtot = j PvC?)dV ( 1 . 6 ) 

V 


Exercises resolus : 


1. On considere une densite volumique de charge donnee par p v (x, y, z) = ^xy 2 z i a l’interieur d’un 
cube de cote, a (le cube occupe la region a > x > 0, a > y > 0, et a > z > 0 et po et a sont des 
constantes). La charge totale contenue dans le cube est obtenue en integrant sur le volume : 


Qcube — 


cube 


f a f a f a Po 

p(x,y,z)dV= / dx dy dz—^xy 2 z 3 

Jo Jo Jo oP 


= ^ x J xdx J y 2 dy 


z s dz 


i o 


Po a 2 a 3 a 4 p 0 3 

= —s x — x — x — = — a 
a 6 2 3 4 24 


2. On considere un rectangle dehni dans un plan z = cte avec une largueur a selon l’axe Ox et 
une longueur b selon 1’axe Oy. Sa densite surfacique est donnee par a(x,y) = ^ xy 3 . Trouver 
la charge totale de ce rectangle. Ici, le fait que z est constant nous dicte que dz = 0 et l’eq.([T”4|) 
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nous donne par consequence que ds = ndS = zdxdy comrne il se doit. On ne s’interesse id qu’a 
l’amplitude dS = dxdy de la differentielle de surface. On obtient la charge totale du rectangle en 
integrant a sur sa surface : 


Q led. — 


a (, x , y) dS = 


rect 


(To a 2 6 4 abao 
aP TT “ 



y 3 dy 


Gradient en coordonnees cartesiennes 

La differentielle en coordonnees cartesiennes d’un champ scalaire s’exprime : 

5$ <9<1> <9<L , 

d $ = -^-dx + —dy + — dz 

ox ay dz 

Le gradient en coordonnees cartesiennes est defini telle que : 

= grad $ • dOpt 


(1.7) 


( 1 . 8 ) 


que l’operateur gradient s’exprime : 


En inserant les expressions de l’eq.(|1.2|) et (|l.7|) dans (|1.8|) on en deduit qu’en coordonnees cartesiennes 

(1.9) 


^ ^ d ^ d ^ d 

grad = x — — \-y— — h z— 


dx 


dy 


dz 


1.1.2 Repere cylindrique 

Reperage d’un point en coordonnees cylindriques 

En coordonnees cylindriques, un point M de l’espace est repere comrne un point de cylindre (droit, 
a base circulaire) dont l’axe Oz est generalement confondu avec l’axe Oz du repere cartesien. 

Le point M (ou ~^r) est repere par 

- le rayon p du cylindre sur lequel il s’appuie 

- z sa distance par rapport au plan de reference xOy 

- cj) Tangle {Ox, OM ') ou M' est la projection de M sur le plan xOy. 

La notation P (p, cj), z) vient se substituer a P (x, y, z) du repere cartesien. Vous pouvez facilement 
verifier que, pour un point donne, les composantes cartesiennes et cylindriques sont liees par : 

x = pcoscj) y = psincj) z = z (1.10) 


Reperage d’un vecteur en coordonnees cylindriques 

Nous nous posons la question de reperer un vecteur dont le point d’application est situe au point 
M{p,4>,z), ou P{p,cf),z). Pour cela nous attachons a M un repere orthonorme local (j>, (f>,z\ Nous 
Tappelons local parce qu’il n’est pas le meme pour tous les points M de 1’espace. Ce repere local est 
fait de 3 vecteurs unitaires de base orthogonaux Ip, <p,z\ : 

- p ( ou it p ) est un vecteur parallele a OM' . 

- 0 (ou itf/,) est dans le de croissance de 0, c.-a-d. un vecteur contenu dans le plan xOy et 
perpendiculaire au vecteur p. 
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FIGURE 1.2 — coordonnees cylindriques 


- z) (ou u z ) est parallele a l’axe Oz. 

En coordonnees cylindriques, un vecteur (ou simplement attache au point M(p, (f>, z ) 

est repere par trois composantes (E p , E^, E z ) dans un repere orthonorme local (j), 4>, z j : Dans ce 
repere, le vecteur champ electrique a 3 composantes et s’ecrit 


(IhT) — E p p + Efitf) + E z 


ou 


it (M) 


( E a 


E(f, 

E z 


Au point M, la relation entre les vecteurs unitaires [p,(j>,z) et les vecteurs unitaires cartesiennes 
(x, y, z) s’ecrivent : 


dOhi 

^ dp 

P = 


cfOM 


dp 

dOAi 

d(j> 


dObfr 


d(j> 

dOlvt 

z = 

dOAi 


dz 


= cos 4>x + sin (j) y 


= — sin (f> x + cos (f> y 


= z 


( 1 . 11 ) 


ou nous avons utilise la relation 


oivl = p cos 4>x + p sin (j)y + zz 


( 1 . 12 ) 


que 1’on a obtenue en inserrant les relations de l’eq.(l.lO) dans l’eq.(l.l). 


On peut voir les relations de 1’eq. gg comme une relation matricielle (tensorielle) 



( cos cj) sin <p 0 
— sin (j) cos 4> 0 
0 0 1 


/ 


x 

y 

z 


( 


= T 


x 

y 

z 
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Les relation inverses sont obtenues en prenant l’inverse de la matrice T. Puisque les deux bases sont 
orthonormees, on a T~ l = T f ou T l est la transpose de la matrice T. On obtient de cette maniere les 
vecteurs unitaires (x,y,z) en function des ( p,4>,z ) : 


c’est-a-dire. 



cos <f> 
sin cj) 

0 


— sin cp 0 
cos (j) 0 

0 1 



x = cos cpp — sin i p cp 
y = sin (pp + cos (p cp 
z = z 


(1.13) 


On peut egalement verifier ces relations avec de la geometrie. 


Deplacement (differentielle) en coordonnees cylindriques 

En coordonnees cylindriques le vecteur position s’exprime 

Ohi = pp + zz 

et la differentielle de deplacement est done : 

dolvt , dolvt , , aoivl , 

dOM = — - — dp H d4> H — dz 

op ocp oz 

Si Ton veut exprimer dOh/t en coordonnees cylindriques, il faut tenir compte du fait que le vecteur 


unitaire local p depend de la coordonnee 4> (voir eq.(l.ll)) : 


dOA% 


^ dp ^ 

8 P =P + I, T P = P 


9p n 

puisque — = 0 
op 


DOM dp d ^ ^ 2 

— = p— = p— (cos 4>x + sm 4>y) = p (- sin c/)X + cos 4>y) = pep 

Un deplacement en coordonnees cylindriques s’exprime done 


dOiti = pdp + (ppdcp + zdz 


(1.14) 


Cette formule est tres utile afin d’en deduire des volumes et des surfaces elementaires. Par exemple, 
un element de volume elementaire en coordonnees cylindriques (plus precisement la differentielle du 
volume) s’exprime : 


dV = (dp) (pdcp) (dz) = pdpdcpdz 


(1.15) 


On peut egalement servir de l’eq. ( 1 .14 ) afin d’exprimer la differentielle de surface orientee : 


= ppdcpdz + (pdpdz + zdppdcj) 


(1.16) 


Exemples : 
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1. On peut utiliser l’eq. (1.15) afin de deriver la formule pour un cylindre de rayon R et de cote L : 


r r r rR /*27 r pL pR p2n 

Volume = dV= dp pd(j> / dz = L pdp / d<j) 
cylindre R,L J J J J 0 ,/ 0 J 0 J 0 J 0 

cylindre 

rR 

= 27 tL / pdp = itR 2 L 
Jo 


2. On peut utiliser l’eq.( 1.16 ) afin de calculer la charge totale d’un disque de rayon a et de charge 
surfacique a (p) = &o^jz- Puisqu’il s’agit d’un disque, on a dz = 0, et dJJ> = dSn = zpdpdcj) avec 
n = z comme le vecteur directeur de la surface. Pour cette utilisation, on n’a besoin que de 
l’amplitude, dS = dppd<p, de la differentielle de surface. On calcul la charge totale avec l’integrale 
suivante : 


p p pa p 2n 

Q disque = J J ° ^ dS = J pdp J ^ a ° 


P 


disque 

27tcto r 

a 2 Jo 


P 3 dp = 


2-irao p 4 


iraoa- 


Gradient en coordonnees cylindriques 

La differentielle en coordonnees cylindriques d’un champ scalaire 4> s’exprime : 

0$ , d<S> „ dd> , 

d® = —dp + -wrd(j) + — dz 
op o<p oz 

Le gradient en coordonnees cylindriques est defini telle que : 

= grad <f> • dOJ\J 


(1.17) 


(1.18) 


Une comparaison entre (1.14), (1.17) et (1.18) montre que l’expression du gradient en coordonnees 
cylindriques s’ecrit : 


> <94*^ 1<9<1>~ <94*^ 

grad 4* = ~^~p+ ~wj4>+ ~r~z 
op P 0(p oz 


(1.19) 


Exemple : Lorsque le potentiel electrique V (M) est exprime en coordonnees cylindriques (p,cp,z), 
les composantes du champ electrique dans le repere cylindrique attache au point M sont donnees par : 


^ (PP 


,z) = -grai 




— Epp + Effrcj) + E z z 


E P = 


Z7> _ i av 

J^rh — — ~ TYT 


E z = 


dV 
dp 
1 OV 
P dcp 
dV 
dz 


Le potentiel cree par une distribution lineique de charge avec une densite par unite de longueur A 
est donne par V(p) = — In (p) + Cte. On obtient immediatement le champ electrique par 


^ (p) = -grad V(p) 


27 xeop 
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1.1.3 Coordonnees spheriques 

Reperage d’un point en coordonnees spheriques 

En coordonnees spheriques, un point M(r, 9, 4>) est considere coniine un point d’une sphere centree 
sur O. Le point M est repere 

- par le rayon r de la sphere a laquelle il appartient 

- L’angle 8 entre la direction Oz et la direction OM. 9 = (Oz, OiV?) 

- l’angle 4> entre la direc tion Ox et la direction OM' ou M' est la projection de M dans le plan 
xOy. : cj) = (Ox, OM') 

Un point M(r,9,4>) etant donne, on trouve que ses coordonnees cartesiennes s’ecrivent en fonction 
des coordonnees spheriques ; ainsi : 


x = r sin 9 cos 4> y = f sin 9 sin < 


z = r cos 8 


( 1 . 20 ) 



FIGURE 1.3 — Coordonnees spheriques 


En geographie, ou on est amene a reperer un point sur la sphere terrestre, Tangle 9 indiquerait la 
latitude par rapport au pole nord et Tangle 0, la longitude est par rapport au meridien de reference. 

Reperage d’un vecteur en coordonnees spheriques 

En coordonnees spheriques, un vecteur ~lt(M) (ou simplement attache au point M(r,9,4>) 


est repere par trois composantes (E r , Eg, E^) dans un repere orthonorme local (r,0, 

~lt(M) = E r r + EgO + Efpcj) 


avec 


r (ou itr ) est un vecteur parallele a oivl. 

6 (ou 1 tg ) est parallele au vecteur tangent en M au cercle de rayon r decrit dans le plan qui 
contient a la fois les directions Oz, OYI et OM' . 

4> (ou ) est tangent en M au cercle de centre M" et de rayon M" M = OM ' , contenu dans 
le plan perpendiculaire a Oz. 
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Au point M, la relation entre les vecteurs unitaires (V. 6,4^ et les vecteurs unitaires cartesiennes 
(x, y , z) s’ecrivent : 


dOA i 


r = <5 r — 


dOA^ 


dr 

dOAi 


= sin 8 cos 4>x + sin 8 sin <f>y + cos 8 z 


9 = = cos ^ cos ^ * + cos $ sin </> y — sin 8 z 


$= 9 * 


ae 

dOAi 

— sin 4> x + cos 4> y 


( 1 . 21 ) 


d(j> 

ou nous avons utilise la relation 

oa! = r sin 8 cos (j>x + r sin 8 sin c by + r cos 8z 


( 1 . 22 ) 


que 1’on a obtenue en inserant les relations de l’eq. ( 1.20 ) dans l’eq.(l.l). 


On peut voir les relations de l’eq. (1.21) comine une relation matricielle (tensorielle) 



^ sin 8 cos <p sin 8 sin cj) cos 6 
cos 8 cos cos 8 sin < f> — sin 8 
y — sin 4> cos 4> 0 


( x 

y 

V £ 


/ 


= T 


x 

y 

z 


(1.23) 


( 


= T 


-l 


/ 


e 


\ 


e | =t 

V ^ 

^ sin 8 cos (j) cos 8 cos 4> — sin cf) 
sin 8 sin 4> cos 8 sin cos 0 

^ cos 8 — sin 8 0 



(1.24) 


ou nous avons encore utilise le fait que les deux bases sont orthonomes implique que T~ l = T f . 

Exemple de coordonnees spheriques : Considerons le potentiel et le champ electriques crees 
par une charge ponctuelle q placee a l’origine O. En coordonnees spheriques, ceux-ci s’expriment 
entierement en fonction du vecteur radial et la coordonnee radiale r = II r II : 


V(r) = 


q 1 


1(Y>) 


q r 


q r 


(avec~r^ = rr) 


47reo r v ' 47reo r 2 47reo r 3 

ce qui est plus simple et “naturel” que les expressions en coordonnees cartesiennes : 

q 1 -it , q xx + yy + zz 

E(x,y,- 


V (x, y, z) = 


47reo yj x 2 -|- y 2 -)- z 2 


z = 


4ire 0 ( x 2 + yi + .2)3/2 


Position et deplacement (differentielle) en coordonnees spheriques 

En coordonnees spheriques, le vecteur position s’ecrit simplement 

oivl = 


rr 
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La differentielle, dOA%, en co or flounces spheriques s’exprime : 

> dOlti , dOA% dOlti 

doM = —dr + —de + —dj> 

Afin d’exprimer dOM en coordonnees spheriques, il faut tenir compte du fait que le vecteur unitaire 
local r depend des coordonnees 9, et cf> (mais pas sur r) : 

d(mt dr ^ 

— — =r + r— = r 

or or 


dOM dr ~ 

— - — = r— - = rO 
d9 d6 

dOlti dr 

— = r- = rsml 

Un deplacement en coordonnees spheriques s’exprime done 


dOA% = 


drr + rd9 6 + r sin 9d(j) <f> 


(1.25) 


Coniine pour les autres systemes de coordonnees, on peut utiliser la differentielle de position afin de 
trouver le differentielles de volume et de surface. La differentielle d’un un element de volume elementaire 
en coordonnees speriques est done : 


dV = (dr) (rd9) (rs\n9d(j)) = r 2 dr sin 9d9d(f> 


(1.26) 


On peut egalement servir de l’eq. ( 1 .25 ) afin d’exprimer la differentielle de surface orientee : 


= rr 2 sin ddddcj) + Or sin ddrdcf) + <f>rdrdO 


(1.27) 


Exemples 


1. On peut utliser l’eq. ( 1 .26 ) afin de deriver la formule pour le volume d’une sphere de rayon R : 

p p r rR pit p 2 n rR ptt p2tt 

I dV = I dr dd r 2 sin ddcj) = / r 2 dr / sin Odd / dej) 

J J J Jo Jo Jo Jo Jo Jo 

sphere 


Volume = 

sphere de rayon R 


T R I' 1 T R An T 

= 2 ir r 2 dr / d(cosd) = An r 2 dr = — R 3 

Jo J - 1 Jo 3 


2. Quelle est la charge totale d’une sphere de rayon R dont la charge volumique s’exprime p v (r) = 
Pot)? (Attn : II ne faut pas confondre la densite de charge volumique p v avec la coordonnee 
cylindrique p). Cet accident de notation ne pose pas trop de difficultes ici puisque il s’agit dans 
ce probleme de coordonnees spheriques, r, 9, 4>. La charge totale se trouve par une integration 
de la densite volumique : 


rR 


r2n 


Qsphere = / / / Pv W dV = / dr j d9 j p 0 —r z smdd(j) 


sphere 


/ 0 


/0 


' -R r 3 


a i n 47 T P° r4 

= 4 P ° J„ R dr= -R 4 


R 


= npoR 3 
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3. Quelle est la charge totale sur une surface spherique definie par r = a quand la densite de 
charge surfacique s’exprime a (9) = crp sin 2 9 ? Puisque il s’agit d’une surface a rayon constant, 
on a dr = 0 ce qui donne dans l’eq.( 1.27 ) que cL& = ndS = ra? smddOdcj). Ici, on ne s’interesse 
qu’a 1’ amplitude, dS = a 2 sin 9d9d(f> de la differentielle de surface et on obtient la charge totale 
en integrant la densite surfacique : 


f2ir 


Qsurface = j J a (#) dS = J d8 J d(j) a 2 o r 0 sin 2 9 sin 9 


surface 


/* 7 T r\ 

= 27ra 2 cJo J sin 2 9 sin 9d9 = 27ra 2 <ro J (l — cos 2 9 ) d (cos 9) 

= 27ra 2 oo J (l — u 2 ) du = 27r a 2 cr 0 


i 

-l 


87ra 2 <7o 


Gradient en coordonnees spheriques 

La differentielle en coordonnees spheriques s’ecrit : 

<94> 


, , d$ <9<f> <9<f> i 

= ——dr + — - d9 + — — d(f> = grad <f> • dOM 

or 89 d<f> 


(1.28) 


Une comparaison entre cette equation et l’eq. ( 1 .25 ) montre que l’expression du gradient en coordonnees 
spheriques est donnee par : 


grad = r — — b 0 — — H <t> — — 

dr r 89 ^ r sin 8 dtp 


(1.29) 


Exemple : Pour une charge ponctuelle situee a l’origine par exemple, si on se rappelle que son po- 
tentiel electrique, s’ecrit V (r) = q/ (47reor), on obtient toute suite son champ electrique en coordonnees 
spheriques : 


i^(r^) = — gradu ( 
q r 


~8V 

r ) = —r = — 

dr 47reo dr r 


q ^8 1 

r — — 


47reo r 2 

alors que le calcul est plus onereux en coordonnees cartesiennes 

q 1 


V {x, y, z) = 
~^(x,y,z) = — grai 


47T60 ( x 2 + y 2 + -2)1/2 

x q f^dV ^8V 

Av{x ’ y ’ z) = -^r 0 \ x ^ +y ^y + 


:X + 


y 


: 8V 

dz 


iV + 


47 T 60 ^ ( x 2 + y 2 + ^ 2 ) 3/2 ^ + y 2 + . 2 ) 3/2 ^2 + y 2 + . 2 ) 3/2 ' 

q xx + yy + zz q 

47re 0 ( x 2 + y2 + z 2)3/2 47re 0 r 3 


15 


Chapitre 2 


Le champ electrostatique 

2.1 Notions generates 

2.1.1 Phenomenes electrostatiques : notion de charge electrique 

Quiconque a deja vecu P experience desagreable d’une « decharge electrique » lors d’un contact avec 
un corps etranger connait un effet provoque par une charge electrostatique. Une autre manifestation 
de 1’ electricity statique consiste en 1’attraction de petits corps legers (bouts de papier par ex.) avec des 
corps frottes (regies, pour continuer sur le meme ex.). Ce type de phenomene est merne rapporte par 
Thales de Milet, aux alentours de 600 av. J.-C. : il avait observe l’attraction de brindilles de paille par 
de Pambre jaune frotte. . . Le mot electricite, qui designe P ensemble de ces manifestations, provient de 
« elektron» , qui signifie arnbre en grec. 

L’etude des phenomenes electriques a continue jusqu’au XlXeme siecle, ou s’est elaboree la theorie 
unifiee des phenomenes electriques et magnetiques, appelee electromagnetisme. C’est a cette epoque 
que le mot « statique» est apparu pour designer les phenomenes faisant Pobjet de ce cours. Nous 
verrons plus loin, lors du cours sur le champ magnetique, pourquoi il en est ainsi. On se contentera 
pour Pinstant de prendre Phabitude de parler de phenomenes electrostatiques. 

Pour les mettre en evidence et pour apporter une interpretation coherente, regardons deux expe- 
riences simples. 

- Experience 1 : 

Prenons une boule (faite de sureau ou de polystyrene, par ex.) et suspendons-la par un fil. Ensuite 
on approche une tige, de verre ou d’ambre, apres P avoir frottee prealablement : la tige attire la 
boule. Par contre, si Pon approche simultanement deux tiges (ambre et verre) cote a cote, on 
peut arriver a une situation ou rien ne se passe. 



A A ~ ^ 1 


Verre ou Ambre 



Verre 

H-++-I--H 


Ambre 


Tout se passe done comme si chacune des tiges etait, depuis son frottement, porteuse d’ electricite, 
mais celle-ci se manifesto en deux etats contraires (car capables d’annuler les effet s de l’autre). 
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On a ainsi qualifie arbitrairement de positive l’eleetricite contenue dans le verre (frotte avec de 
la soie), et de negative celle portee par l’ambre (idem, ou encore du plastique frotte avec de la 
fourrure) . 

- Experience 2 : 

Prenons maintenant deux boules A et B, prealablement mises en contact avec une tige frottee 
(elles sont « electrisees» ), et suspendons-les cote a cote. Si elles ont ete mises en contact toutes 
deux avec une tige de merne materiau, elles se repoussent. 



Par contre, si elles ont ete mises en contact avec des tiges de materiau different (ex. A avec du verre 
frotte et B avec de l’ambre frotte), alors elles s’attirent. Si, du fait de leur attraction, elles viennent a 
se toucher, on observe qu’elles perdent alors toute electrisation : elles prennent une position d’equilibre 
vis-a-vis de leur poids. 

Cette experience est assez riche. On peut tout d’abord en conclure que deux corps portant une 
electricite de merne nature (soit positive, soit negative) se repoussent, tandis qu’ils s’attirent s’ils 
portent des charges opposees. 

Mais cette experience nous montre egalement que cette electricite est capable, non seulement d’agir 
a distance (repulsion ou attraction), mais egalement de se deplacer d’un corps a un autre. Mais alors 
qu’est-ce qui se deplace ? Si Ton suspend les boules a une balance, meme tres precise, nous sommes 
incapables de detecter la moindre variation de poids entre le debut de 1’experience et le moment ou 
elles sont electrisees. Pourtant, le fait qu’il soit necessaire qu’il y ait un contact entre deux materiaux 
pour que 1’electricite puisse passer de l’un a l’autre, semble indiquer que cette electricite est portee par 
de la matiere. 

On explique 1’ensemble des effets d’electricite statique par 1’existence, au sein de la matiere, de 
particules portant une charge electrique q, positive ou negative, et libres de se deplacer. C’est 
Robert A. Millikan qui a verihe pour la premiere fois en 1909, grace a une experience mettant en 
jeu des gouttes d’huile, le fait que toute charge electrique Q est quantifiee, c’est-a-dire qu’elle existe 
seulement sous forme de multiples d’une charge elementaire e, indivisible ( Q = Ne). La particule 
portant cette charge elementaire est appelee 1’electron. 

Dans le systeme d’unites international, l’unite de la charge electrique est le Coulomb (sym- 
bole C ) (et A.s en unites SI de base). Des phenomenes d’electricite statique mettent en jeu 
des nanocoulombs (nC) voire des microcoulombs (yuC ) , tandis que Ton peut rencontrer des charges de 
l’ordre du Coulomb en electrocinetique. 

L’ensemble des experiences de la physique (et en particulier celles decrites plus haut) ne peuvent 
s’expliquer que si la charge electrique elementaire est invariante : on ne peut ni la detruire ni l’engendrer, 
et ceci est valable quel que soit le referentiel. C’est ce que 1’on decrit par la notion d’invariance relativiste 
de la charge electrique. 
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2.1.2 Structure de la matiere 

La vision moderne de la matiere decrit celle-ci comme etant constitute d’atomes. Ceux-ci sont eux- 
memes constitues d’un noyau (decouvert en 1911 par Rutherford) autour duquel « gravite» une sorte 
de nuage compose d’electrons et portant l’essentiel de la masse. Ces electrons se repoussent les uns les 
autres mais restent confines autour du noyau car celui-ci possede une charge electrique positive qui 
les attire. On attribue cette charge positive a des partic.ules appelees protons. Cependant, le noyau 
atomique ne pourrait rester stable s’il n’etait compose que de protons : ceux-ci ont en effet tendance 
a se repousser mutuellement. II existe done une autre sorte de particules, les neutrons (dec.ouverts en 
1932 par Chadwick) portant une charge electrique nulle. Les particules constituant le noyau atomique 
sont appelees les nucleons. 

Dans le tableau de Mendeleiiev tout element chimique X est represente par la notation . Le 
nombre A est appele le nombre de masse : e’est le nombre total de nucleons (protons et neutrons). 
Le nombre Z est appele le nombre atomique et est le nombre total de protons constituant le noyau. 
La charge electrique nucleaire totale est done Q = +Ze, le cortege electronique possedant alors une 
charge totale Q = —Ze, assurant ainsi la neutrality electrique d’un atome. Exemple : le Carbone g 2 C 
possede 12 nucleons, dont 6 protons (done 6 electrons) et 6 neutrons, le Cuivre 29 Cu 63 nucleons dont 
29 protons (done 29 electrons) et 34 neutrons. L’atome de cuivre existe aussi sous la forme 29 Cil , 
e'est a dire avec 35 neutrons au lieu de 34 : e’est c.e qu’on appelle un isotope. 

Valeurs des charges electriques et des masses des constituants atomiques dans le Systeme Interna- 
tional : 

Electron : q = — e = —1, 605 10 _19 C : m e = 9, 109 10 _31 kg 
Proton : q = +e = 1,605 10” 19 C : m p = 1,672 lCT 2 'kg 
Neutron :g = 0C : m n = 1, 674 10 _2 'kg 

Comme on peut le remarquer, merne une charge de l’ordre du Coulomb (ce qui est enorme), cor- 
respondant a environ 10 18 electrons, ne produit qu’un accroissement de poids de 1’ordre de 1CD 12 kg : 
e’est effectivement imperceptible. 

Si les electrons sont bien des particules quasi-ponctuelles, les neutrons et les protons en revanche 
ont une taille non nulle (inferieure a 10“ 15 m). II s’ aver e qu’ils sont eux-memes constitues de quarks, 
qui sont aujourd’hui, avec les electrons, les vraies briques elementaires de la matiere. Les protons ainsi 
que les neutrons forment ainsi une classe de particules appelee les baryons. 

A l’heure actuelle, l’univers (ou plutot 1’ensemble reconnu de ses manifestations) est descriptible a 
l’aide de quatre forces fondamentales : 

1. La force electromagnetique, responsable de la cohesion de 1’atome (electrons-nucleons) et qui joue 
un role primordiale dans la vaste majority des phenomenes naturelles et technologiques qui nous 
entoure. 

2. La force nucleaire faible, responsable pour certains decroissances nucleaires exotiques, (mais qui 
a joue un role important dans les premiers instants de l’univers, et a la mort des etoiles) 

3. La force nucleaire forte, responsable de la cohesion des baryons (quarks-quarks) et du noyau 
(protons-neutrons) ; 

4. La force gravitationnelle, qui garde nos pieds sur terre et qui est responsable de la structure a 
grande echelle de l’univers (cohesion des corps astrophysiques, cohesion des systemes planetaires, 
des galaxies, des amas galactiques, moteur de la cosmologie). 

2.1.3 Materiaux isolants et materiaux conducteurs 

Un materiau est ainsi constitue d’un grand nombre de charges electriques, mais c.elles-ci sont toutes 
compensees (meme nombre d’electrons et de protons). Aux temperatures usuelles, la matiere est elec- 
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triquement neutre. En consequence, lorsque des effets d’electricite statique se produisent, cela signi- 
fie qu’il y a eu un deplacement de charges, d’un materiau vers un autre : c’est ce que 1’on appelle 
1’electrisation d’un corps. Ce sont ces charges, en exces ou en manque, en tout cas non compensees, 
qui sont responsables des effets electriques sur ce corps (ex : baguette frottee). 

Un materiau est dit conducteur parfait si, lorsqu’il devient electrise, les porteurs de charge non 
compenses peuvent se deplacer librement dans tout le volume occupe par le materiau. 

Ce sera un isolant (ou dielectrique) parfait si les porteurs de charge non compenses ne peuvent 
se deplacer librement et restent localises a l’endroit ou ils ont ete deposes. Un materiau quelconque se 
situe evidemment quelque part entre ces deux etats extremes 

Refaisons une experience d’electricite statique : prenons une baguette metallique par la main et 
frottons-la avec un chiffon. Cela ne marchera pas, la baguette ne sera pas electrisee. Pourquoi ? Etant 
nous-memes d’assez bons conducteurs, les charges electriques arrachees au chiffon et transferees a la 
baguette sont ensuite transferees sur nous et Ton ne verra plus d’effet electrique particulier au niveau 
de la baguette. Pour que cette experience marche, il est necessaire d’isoler electriquement la baguette 
(en la tenant avec un materiau dielectrique). 


2.2 Force et champ electrostatiques 

2.2.1 La force de Coulomb 


Charles Auguste de Coulomb (1736-1806) a effectue une serie de mesures (a 1’aide d’une balance de 
torsion) qui lui ont permis de determiner avec un certain degre de precision les proprietes de la force 
electrostatique exercee par une charge « ponctuelle» q\ sur une autre charge « ponctuelle» q 2 : 


1. La force est radiale, c’est-a-dire dirigee selon la droite qui joint les deux charges ; 

2. Elle est proportionnelle au produit des charges : soit attractive si elles sont de signe oppose, soit 
repulsive sinon ; 

3. Enfin, elle varie comme l’inverse du carre de la distance entre les deux charges. 


L’expression mathematique moderne de la force de Coulomb et traduisant les proprietes ci-dessus 
est la suivante 


E 1— >2 = 


i qiq2~ 

~A 2 ~ ri2 

47T60 r f 2 


( 2 . 1 ) 


avec les definitions : 


Pi 



ri2 = P\P2 ?’12 = ri2 


r 12 = 


P\Pi 

PH^i 


^12 

ri2 


( 2 . 2 ) 


ou la constante multiplicative vaut 
1 


K = 


4vre 0 


910 9 SI (N.m 2 .C 2 ) ou en unites fondamentales : (kg. m 3 .s 4 .A 2 ) (2.3) 
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La constante, eo, joue un role particulier et est appelee la permittivite electrique du vide (unites : 
Farad/m; et en unites de base : kg _1 .m~ 3 .s 4 .A 2 ). 

Remarques : 

1. Cette expression n’est valable que pour des charges immobiles (approximation de l’electrosta- 
tique) et dans le vide. Cette loi est la base meme de toute l’electrostatique. 

2. Cette force obeit au principe d’Action et de Reaction de la mecanique classique. (c.-a-d. si un 

systeme (denote a) exerce une force electrostatique, , sur un systeme b , le systeme b exerce 

une force, ^ b-s-a — - a—>b sur le systeme a. 

3. A part la valeur numerique de la constante K, ainsi que l’existance de charges positives et 
negatives, cette loi a exactement les memes proprietes vectorielles que la force de la gravitation 
(loi de Newton). II ne sera done pas etonnant de trouver des similitudes entre ces deux lois. 

4. Le chapeau sur r \2 indique qu’il s’agit d’un vecteur unitaire (c.-a-d. ||fi 2 || = 1). 


Ordres de grandeur 

- Quel est le rapport entre la force d’attraction gravitationnelle et la repulsion coulombienne entre 
deux electrons ? 


F g 47reo Grrij 

La force electrostatique apparait done dominante vis-a-vis de l’attraction gravitationnelle. Cela 
implique done que tous les corps celestes sont exactement electriquement neutres. 

- Quelle est la force de repulsion coulombienne entre deux charges de 1 C situees a 1 km ? 


Fe 

9 


1 1 1 

4vre 0 (10 3 ) 2 10 


10 3 kg 


C’est une force equivalente au poids exerce par une tonne! 


2.2.2 Champ electrostatique cree par une charge ponctuelle 


Soit une charge q\ situee en un point O de l’espace, exergant une force electrostatique sur une 
autre charge q -2 situee en un point M. L’expression de cette force est donnee par la loi de Coulomb 


ci-dessus (eq. (2.1)). Mais comme pour l’attraction gravitationnelle, on peut la mettre sous une forme 

F l— >-2 = q-2Ei (M) 


plus inter ess ante, 


ou 


Ed (M) 


1 


9i. 


47T€o H 


r = 


oivt 


= OM 


r = 


OM 


L’interet de cette separation vient du fait que Ton distingue clairement ce c|ui depend uniquement 
de la particule c|ui subit la force (ici, c’est sa charge q 2 - pour la gravite c’est sa masse), de ce qui ne 
depend que d’une source exterieure, ici le vecteur E \ (. M ). 


M 
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Definition 1 Une particule de charge q situee en O cree en tout point M de I’espace distinct de O un 
champ vectoriel : 


li! (M) 


1 q 

4ireo r 2 


r 



= OM 


oivi 

OM 


(2.4) 


appele champ electrostatique. L ’unite usuel est du champ electrique le Volt/metre (sym.bole V.m l ). En 
unites SI de base, le champ electrique est : kg.m.s^ 3 . A -1 


Cette fagon de proceder decoule de (ou implique) une nouvelle vision de l’espace : les particules 
chargees se deplacent maintenant dans un espace ou existe (se trouve defini) un champ vectoriel. Elies 
subissent alors une force en fonction de la valeur du champ au lieu ou elle se trouve. 


2.2.3 Champ cree par un ensemble de charges 

On considere maintenant N particules de charges electriques % , situees en des points Pi : quel est 
le champ electrostatique cree par cet ensemble de charges en un point M ? 



La reponse n’est absolument pas evidente car Ton pourrait penser que la presence du champ cree 
par des particules voisines modifie celui cree par une particule. En fait, il n’en est rien et 1’experience 
rnontre que la force totale subie par une charge q situee en M est simplement la superposition des 
forces elementaires, 


N N 


2=1 

ou Ui = jijp, et il en resulte done 


i = 1 


Q Qi 
4vre 0 PiM 2 


Ui = q 


N 

E 

1=1 


1 qj 

47Te 0 PiM 2 


Ui = qE (M) 


N 

(M) = Y, 


2=1 


l qi 

47Te 0 PiM 2 


Ui 


(2.5) 


est done le champ electrostatique cree par un ensemble discret de charges. 

Cette propriete de superposition des effets electrostatiques est un fait d’experience et enonce comme 
le principe de superposition (comme tout principe, il n’est pas demontre). 

En pratique, cette expression est rarement utilisable puisque nous sommes la plupart du temps 
amenes a considerer des materiaux comportant un nombre gigantesque de particules. C’est simplement 
du au fait que l’on ne considere que des echelles spatiales tres grandes devant les distances inter- 
particulaires, perdant ainsi toute possibilite de distinguer une particule de l’autre. Il est dans ce cas 
plus habile d’utiliser des distributions continues de charges. 
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Soit P un point quelconque d’une distribution de charges (solide, gaz, ou plasma) et dq(P) la 
charge elementaire contenue en ce point. Le champ electrostatique total cree en un point M par cette 
distribution de charges est 


it (M) 


dlt (. M ) avec dt (. M ) 


distribution 


1 dq ^ 
47T60 PM 2 


( 2 . 6 ) 


Mathematiquement, tout se passe done comrne une charge ponctuelle dq etait situee en un point 
P de la distribution, creant au point M un champ electrostatique dlt (M), avec PM = PMu. II 
s’agit evidemment d’une approximation, permettant de remplacer une somme presque infinie par une 
integrale. 

En designant par dV le volume infinitesimal autour du point P, on peut definir p (P) = comme 
etant la densite volumique de charges (unite : Cm -3 ). Le champ electrostatique cree par une telle 
distribution est done : 


it (M) 


1 

47reo 


p(P)PA% 
PM 3 


dV 


1 

47T60 


P(P) 

PM 2 


u dV 


(2.7) 


Lorsque l’une des dimensions de la distribution de charges est beaucoup plus petite que les deux autres 
(ex : un plan ou une sphere creuse), on peut generalement faire une integration sur cette dimension. 
On definit alors la densite surfacique de charges a (P) = (unite : Cm -2 ) produisant un champ total 


= (28) 

Enfin, si deux des dimensions de la distribution sont negligeables devant la troisieme (ex : un fil), on 
peut definir une densite lineique de charges A (P) = ^ (unite : Cm -1 ) produisant un champ total 


^ (M) 


i f HP) 
47T60 J PM 2 


udl 


(2.9) 


L’utilisation de l’une ou l’autre de ces trois expressions depend de la geometrie de la distribution de 
charges consideree. L’expression generale a retenir est celle de l’eq.(|2.6|) ci-dessus. 


2.2.4 Exemple : champ cree par un segment fini de charge 


On considere un segment rectiligne PiPo de densite lineique homogene Ao- On veut calculer le champ 
electriciue E a un point M a une distance p du segment. Compte tenu des symetries, on travaille en 
coordonnees cylindriques avec 1’axe z confondu avec l’axe du segment. Les bouts du seg ment sont 
respectivement z\ et z^- On obtient le champ it en appliquant l’expression integrale de l’eq. ( 2.9 ) : 


^ (M) 


1 

4vre 0 


rP 2 


Aq- 


iPi 


pM 

pM 


:dl 


( 2 . 10 ) 
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FIGURE 2.1 — Segment rectiligne de charge 

Dans ce systeme de coordonnees cylindriques on a cTP = zz e t : 

dl = dz Phi = — zz + pp 

et l’integrale s’ecrit : 


^ (M) 


Ao 


r?2 


4vre 0 

= P 


Zl 

Ao P r- 


Phi , Ao f Z2 -zz + pp 

>dz = / Tnzdz 


PMt 


^0 J Z1 {p 2 + Z 2 ) 3/2 


dz 


— z- 


Ao 


r-22 


47T60 J Z1 (p2 + .2)3/2 47re() J ^ + ^2) 


3/2 


dz 


La deuxieme integrals de l’eq.( |2.11[ ) s’effectue avec un changement de variable 

udu = zdz 


2 2,2 

u = p + z 


ce qui ammene a : 


rZ2 

J z-\ 


Z1 (p 2 + z 2 ) 3/2 


z [{p 2 +4) 1/2 du 1 

dz = — / — = — 

!/ 2 U 2 U 


1 


,2 i „2p/ 2 


(p 2 +2 2 ) 


(p 2 + 2 2 ) 


2\!/ 2 


1 


1 


= - [cos Q!2 — COS «l] 


_(/ 9 2 + z |) 1/2 (/ 9 2 + zf ) 1/2 

Pour le composant du champ dans la direction, p, il faut evaluer Pintegrale : 

dz f z 2 dz 


f22 


Izi ( P 2 + Z 2 f 2 


s 

J Zl 


pj\i 


( 2 . 11 ) 


( 2 . 12 ) 


(2.13) 


(2.14) 


Pour cette integrale, il convient de faire un changement de variables vers bangle a 
on peut ainsi ecrire 


oP 


= z = ptana, PM = 


PM 


cos a 


et 
(2.15) 


On trouve dz en prenant la differentielle de z = ptana : 


dz = pel (tan a) = p 1 + 


sm 2 a \ p 

da = — 2 — da 


cos 2 a 


cos 2 a 


(2.16) 
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Mettant les relations de (2.15) et (2.16) dans l’eq. (2.14 ) on obtient : 

I-Z2 r a 2 r* n 1 f a 2 


PAi 


f a2 cos 3 a p 1 , 

3 Ja 1 P 3 C °S 2 a P 2 Ja 1 


cos ada 


1 ( ■ • ^ 1 

= (sm 02 — smaij = — 


^2 
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^V(p 2 + 2l) 1/2 {p 2 + 4) 


21 1/2 


(2.17) 


Utilisant les resultats des integrations des equations ( |2.13[ ) et ( |2.17| ) dans l’eq. ( |2.1 1 ) , on obtient 
enfin E ( M ) en fonction de p et des angles a\ et a -2 : 


( M ) 


Ao 


4vr e 0 p 


[p (sin 0.2 — sinai) + z (cos «2 — cosai)] 


(2.18) 


ou encore en fonction de p et les positions, z\ et Z 2 : 

( 


it (M) 


Aq 


4vre 0 /> 


22 Ip 


2i Ip 




*?\V2 


+ 2 


1 


1 


z 2\l/2 


*?\V2 


(2.19) 


Les expressions (2.18 et 2.19) sont un peu compliquees, mais il convient de remarquer que si Ton 
s’interesse c[u’au champ pres du segment tel que 22 /p — > 00 et z\/p — > —00 (c.-a-d. a\ | et 
«2 — > f ), l’expression du champ est assez simple : 


E{p) 


Ao 


r- (2-20) 

2vr e 0 p 

Nous verrons dans le prochain chapitre comment retrouver ce resultat avec beaucoup plus de facilite. 


2.3 Proprietes de symetrie du champ electrostatique 

Principe de Curie : <1 Lorsque certaines causes produisent certains effets, les elements de symetrie 
des causes doivent se retrouver dans les effets produits.» 

Du fait que le champ soit un effet cree par une distribution de charges, il contient des informations 
sur les causes qui lui ont donne origine. Ainsi, si Lon connait les proprietes de symetrie d’une distri- 
bution de charges, on pourra connaitre celles du champ electrostatique associe. Ces proprietes sont 
fondamentales car elles permettent de simplifier considerablement le calcul du champ electrostatique. 

Dans un espace homogene et isotrope, si Ton fait subir une transformation geometrique a un 
systeme physique (ex : ensemble de particules, distribution de charges) susceptible de creer certains 
effets (forces, champs), alors ces effets subissent les memes transformations. Si un systeme physique 
S possede un certain degre de symetrie, on pourra alors deduire les effets crees par ce systeme en un 
point a partir des effets en un autre point. 

Le principe de Curie nous permet d’arriver a certaines conclusions concernant le comportement du 
champ produit par des systemes possedant une ou plusieurs symetries 

Regies de symetrie - invariances 

- Invariance par translation : si S est invariant dans toute translation parallele a un axe Oz. 
le champ de vecteur associe ne depend pas de z. 

- Symetrie axiale : si S est invariant dans toute rotation (f> autour d’un axe Oz, alors un champ 
de vecteur associe exprime en coordonnees cylindriques ( p,<j>,z ) ne depend pas de 4>. 
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- Symetrie cylindrique : si S est invariant par translation le long de 1’axe Oz et rotation autour 
de ce memo axe, alors un champ de vecteur associe exprime en coordonnees cylindriques (p,4>,z) 
ne depend que de la distance a 1’axe p. 

- Symetrie spherique : si S est invariant dans toute rotation autour d’un point fixe O, alors 
un champ de vecteur associe en coordonnees spheriques (r, $,</>) ne depend que de la distance au 
centre r. 

Pour des systemes possedant des plans de symetrie ou d’antisymetrie, le principe de Curie nous 
permet de connaitre la direction et l’amplitude d’un vecteur si nous connaissons prealablement 
son vecteur symetrique. 

Transformations geometriques d’un vecteur 

Considerons un systeme possedant une symetrie par rapport a un plan IT. 



Soit A ' (. M ') le vecteur obtenu par symetrie par rapport a un plan II a partir de A (M). D’apres 
la figure ci-dessus, on voit que : 

1. A'(M') = t (M) si 2 ( M ) est engendre par les memes vecteurs de base que II. 

2. A' (M') = -2 (M) si 2 ( M ) est perpendiculaire a II. 

Les signes des regies ci-dessus sont inverses s’il s’agit d’un systeme antisymetrique. 

Les deux regies de transformation combines avec le principe de Curie nous permet d’imposer les 
contraintes suivantes concernant les directions d’un champ de vecteurs aux points contenus dans le 
plan de symetrie (ou d’antisymetrie) : 

- Plan de symetrie II : si un systeme S admet un plan de symetrie II, alors en tout point de ce 
plan, le champ electrostatique, E, est contenu dans ce plan. 

- Plan d’antisymetrie IT : si, par symetrie par rapport a un plan II', un systeme S est transforme 
en — S , alors en tout point de ce plan, le champ electrostatique, 2, lui est perpendiculaire. 

Remarque importante 

Nous verrons en magnetostatique qu’il convient de faire la distinction entre vrais vecteurs (ou 
vecteurs axiaux) et pseudo- vecteurs (ou vecteurs polaires), ces derniers etant definis a partir du produit 
vectoriel de deux vecteurs vrais. Ainsi, le champ electrostatique est un vrai vecteur tandis que le champ 
magnetique est un pseudo-vecteur. Tout ce qui a ete dit ci-dessus n’est valable que pour les vrais 
vecteurs. 
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2.3.1 Quelques Complements 


Pourquoi un vrai vecteur A (xi,x 2 ,x 3 ) est independant de la variable x\ si le systeme 
S n’en depend pas ? 

Soit un point M (x\,x 2 ,x 3 ) dont les coordonnees sont exprime dans un systeme quelconque. Soit 
un point M' = M (x\ + dx i,x 2 ,x 3 ) lui etant infiniment proche. On a alors 


~1L (ai') 


Ai (M') = Ai (x\ +dx i,x 2 ,x 3 ) ~ Ai (xi + dx i,x 2 ,x 3 ) + §§^dxi 

< A 2 (M') = A 2 (xi + dx i,x 2 , X 3 ) ~ A 2 (xi + dx 1, x 2 , x 3 ) + f^dxi 

A 3 {M') = A 3 {x\ + dx i,x 2 , x 3 ) ~ A 3 (x'l + dx i,x 2 ,x 3 ) + f^dx i 


c’est-a-dire, de fagon plus compacte it (M') = it (M) + dx i- Si le systeme physique S 

reste invariant lors d’un changement de AI en M' . alors (Principe de Curie) A (. M ') = ~X (M). 
On a done - = "S' en tout point M, ce qui signifie que (x 2 ,X 3 ) ne depend pas de xi. On 
peut suivre le merne raisonnement pour chacune des autres coordonnees. 


Pourquoi un vrai vecteur appartient necessairement a un plan de symetrie ? 

Si M appartient a un plan de symetrie II du systeme, son symetrique par rapport a II est par 
definition le meme point (c.-a.-d. M' = M ) ce c|ui entraine par le principe de Curie que n’importe 
quel vecteur ( M ) s’appuyant sur ce point doit satisfaire : 


A' (M) = ~X (M) . (2.21) 

Si un vecteur ^ (M) est engendre par les memes vect eurs d e base que II, la regie 1 entraine 
A! (M 1 ) = A' (AI) = (. M ), ce qui est consistent avec (2.21). Par contre, si on veut considerer 

que A (AI) soit perpendiculaire a I I, la regie 2 ci-dessus impose que A' (AI') = A' (AI) = 
— (M) ce qui n’est consistent avec (2.21) que si A (AI) = "S\ 


Pourquoi un vrai vecteur est necessairement perpendiculaire a un plan IP d’antisy- 
metrie ? 

Si M appartient a un plan d’antisymetrie II' du systeme, son symetrique par rapport a IP est 
par definition le meme point (c.-a.-d. M' = M) ce qui entraine par le principe de Curie que 
n’importe quel vecteur A (M) s’appuyant sur ce point doit satisfaire : 


(AI) . (2.22) 

Si un vecteur A (AI) soit engendre par les memes vecteu rs de base que IP, la regie 1 entraine 
A' (AI') = A' (AI) = ~A (AI) ce qui n’est consistent avec (2.22) que si ~X (M) = it. Par contre, 
si le vecteur it (AI) est perpendiculaire a IP, la regie 2 ci-dessus impose que A' (AI) = -t(M) 
ce qui est consistent avec (12.221). 
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Lois fondamentales de 1 ’ elect rost at ique 


3.1 Flux du champ electrostatique 

3.1.1 Lignes de champ 

Le concept de lignes de champ (egalement appelees lignes de force) est tres utile pour se faire une 
representation spatiale d’un champ de vecteurs. 

Definition : Une ligne de champ d’un champ de vecteur quelconque est une courbe C definie 
dans l’espace telle que, en chacun de ses points le vecteur y soit tangent. Considerons un deplacement 



elementaire dl le long d’une ligne de champ electrostatique C. Le fait que le champ E soit en tout 
point de C parallele a dl s’ecrit : 

l$Adt = t. (3.1) 



Figure 3.1 - Lignes de champ electrique associes avec deux charges positives et une charge negative. 

Une fagon de penser aux lignes de champ est la suivante : si Ton place une charge positive sur 
une ligne de champ, la force sera parallele a la ligne de champ avec l’orientation de la ligne du champ 
donnee par la direction de la force. Un exemple de cette demarche se trouve en Figure |3.1.1| ci-dessus 
ou on a represents les lignes de champ de deux charges positives et une charge negative. 
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II est important de remarquer qu’avec la representation par lignes du champ, nous n’avons pas 
d ’information directe sur Tintensite du champ. L’intensite du champ correspond a la densite des lignes 
du champ (une densite de lignes champ elevee correspond a une region de forte amplitude du champ). 


3.1.2 Definition de flux 


La notion de flux est toujours associee avec une surface S (de fagon explicite ou implicite). 

Definition : Le flux, 3>„, d’un champ vectoriel, V, a travers une surface orientee, , 
est par definition : 


= 




(3.2) 


C’est-a-dire, le flux d’un champ vectoriel a travers une surface est la mesure du nombre de lignes du 
dit champ traversant cette surface. 


Dans l’Eq. ( 3.2 ) , le double integrate, ff s , indique une integration sur la surface S. On se rappel que 
la differentielle de surface orientee s’ecrit, di§ = dSn ou n est le vecteur unitaire normale a la surface. 
Pour une surface, S, quelconque, il va de soit qu’il y a deux sens possibles pour le vecteur n, et il faut 
en generate imposer un choix (souvent arbitraire) sur le sens de n. Quand il s’agit d’une surface fermee 
par contre, T integrate est denote, ff s , et la convention habituelle est d’orienter n de l’interieur vers 
l’exterieur de la surface. 

Notre notion intuitive de flux correspond au transport « de quelque chose ». En effet, si le vecteur, 
represente la vitesse d’un fluide de densite homogene, le flux est proportionnel a la quantity de 
fluide qui traverse la surface par unite de temps. Neanmoins, en physique, on peut parler de flux de 
n’importe quel champ vectoriel, comme le champ electrique i^, merne en l’absense d’une quelconque 
quantity transportee a travers la surface. 


3.1.3 Notion d’angle solide 

La notion d’angle solide est l’extension naturelle dans 1’espace de l’angle defini dans un plan. Par 
exemple, le cone de lumiere construit par l’ensemble des rayons lumineux issus d’une lampe torche 
est entierement decrit par la donnee de deux grandeurs : la direction (une droite) et Tangle maximal 
d’ouverture des rayons autour de cette droite. On appelle cette droite la genitrice du cone et Tangle 
en question, Tangle au sommet. 

dD. 



Definition : l’angle solide elementaire dLl, delimite par un cone coupant un element de 
surface elementaire dS situee a une distance r de son sommet O vaut : 



(3.3) 


Cet angle solide est toujours positif et independant de la distance r. Son unite est le « steradian » 
(symbole sr). 

En coordonnees spheriques, la surface elementaire a r constant vaut dS = r 2 sin Odddcj). L’angle 
solide elementaire s’ecrit alors dLl = sin OdOdcf). Ainsi, Tangle solide delimite par un cone de revolution, 
d’angle au sommet a vaut 


n = 



ra 

d(j) / sin 9d9 
Jo 


2n (1 — cos a) . 


(3.4) 
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Le demi-espace, engendre avec a = 7r/2 (radians), correspond done a un angle solide de 27r steradians, 
tandis que 1’espace entier correspond a un angle solide de 47r steradians (a = ir). 


O 



D’une fagon generate, le cone (ou le faisceau lumineux de l’exemple ci-dessus) peut intercepter une 
surface quelconque, dont la normale n fait un angle 6 avec la generatrice de vecteur directeur r. Avec 
la surface orientee d ^ = dS n, Tangle solide elementaire est defini par : 


dLl 


d ^ r dSn-r dS cos 6 dS' 



(3.5) 


ou dS' est la surface effective (qui, par exemple, serait « vue » par un observateur situe en O). 


3.1.4 Theoreme de Gauss 


On considere maintenant une charge ponctuelle q situee en un point O de Tespace. Le flux du 
champ electrostatique E , cree par cette charge, a travers une surface elementaire quelconque orientee 
est par definition : 

d<L e = it ■ d$ = it ■ fidS . (3.6) 

Par convention, on oriente le vecteur unitaire n , normal a la surface dS. vers l’exterieur, e’est-a-dire 
dans la direction c|ui s’eloigne de la charge q. Ainsi, pour q > o, le champ E est dirige dans le meme 
sens que n et Ton obtient un flux positif. 

A partir du champ cree par une charge ponctuelle, on obtient alors : 


d$ e 


q 

4vre 0 


r - n 


-dS 


q 

4vre 0 


dLl , 


(3.7) 


e’est-a-dire un flux dependant directement de Tangle solide sous lequel est vue la surface et non de 
sa distance r (notez bien que dD > 0, q pouvant etre positif ou negatif). Ce resultat est une simple 
consequence de la decroissance du champ electrostatique en 1/r 2 : on aurait le meme genre de resultat 
avec le champ gravitationnel. 



Figure 3.2 - Flux electrique a travers une surface ferrnee 


Que se passe-t-il lorsqu’on s’interesse au flux total a travers une surface (quelconque) fermee? 
Prenons le cas illustre dans la figure [3TT~4] ci-dessus. On a une charge q situee a Tinterieur de la surface 


29 


Electromagnetisme 


CHAPITRE 3. LOIS FONDAMENTALES DE L’ELECTROSTATIQUE 


S (enfermant ainsi un volume V), surface orientee (en chaque point de S, le vecteur n est dirige 
vers l’exterieur). Pour le rayon 1, on a simplement : 

d<f> i = -r—dSl , (3.8) 

4vre 0 

mais le rayon 2 traverse plusieurs fois la surface, avec des directions differentes. On aura alors une 
contribution au flux : 


(M>2 


Q 

47T60 


r-ni rn 2 

— k — doi H k — do 2 + 


r ■ n 3 




(dn -dn + <m) 

47T60 


Q 

47T60 


dLl . 


(3.9) 


C’e resultat est general, puisque pour une charge se trouvant a l’interieur de S, un rayon dans une 
direction donnee va toujours traverser S un nombre impair de fois. En integrant alors sur toutes les 
directions (c’est-a-dire sur les Att steradians), on obtient un flux electrique total 


$e=j fj)^ -d£ = ^ . (3.10) 

En vertu du principe de superposition, ce resultat se generalise aisement a un ensemble quelconque 
de charges. Done nous avons obtenu le : 


Theoreme 1 - Theoreme de Gauss : le flux du champ electrique a travers une surface fermee 
quelconque est egal, dans le vide, a 1/eo fois la charge electrique contenue a I’interieur de cette surface 
(N.B. vecteur norm, ale locale de la surface orientee vers I’exterieur) : 



(3.11) 


Remarques : 

1. Du point de vue physique, le theoreme de Gauss fournit le lien entre le flux du champ electro- 
statique et les sources du champ, a savoir les charges electriques. 

2. La demonstration precedente utilise la loi de Coulomb qui, elle, est un fait experimental et n’est 
pas demontree. Inversement, on peut retrouver la loi de Coulomb a partir du theoreme de Gauss : 
e’est ce qui est fait dans l’electromagnetisme, dans lequel le theoreme de Gauss constitue une loi 
fondamentale, non demontrable (l’une des quatre equations de Maxwell). 


3.1.5 Exemples d’applications 

Le theoreme de Gauss fournit une methode tres utile pour calculer le champ lorsque celui- 
ci possede des proprietes de symetrie particulieres. Celles-ci doivent en effet permettre de calculer 
facilement le flux <L e . Comme le theoreme de Gauss est valable pour une surface quelconque, il nous 
suffit de trouver une surface S adaptee, c’est-a-dire respectant les proprietes de symetrie du champ, 
appelee « surface de Gauss ». 

Champ electrostatique cree par un plan infini uniformement charge 

On considere un plan infini II portant une charge electrique a uniforme par unite de surface. 
Pour utiliser Gauss, il nous faut d’abord connaitre les proprietes de symetrie du champ 1^. Tous 
les plans perpendiculaires au plan infini II sont des plans de symetrie de celui-ci : appartient 

aux plans de symetrie, il est done perpendiculaire a II. Si ce plan est engendre par les vecteurs 


30 




Electromagnetisme 


3.1. FLUX DU CHAMP ELECTRO STATIQ UE 



(x, y ) alors E = E z ( x , y, z ) z. Par ailleurs, l’invariance par translation selon x et y nous fournit 
E ( x , y, z) = f£ 2 (z) z. Le plan II (c.-a-d. le plan z = 0) est lui-meme plan de symetrie, done E z (z) est 
impaire. 

Etant donne ces proprietes de symetrie, la surface de Gauss la plus adaptee est un cylindre de 
sections paralleles au plan et situees a des hauteurs symetriques (denote par Ez). Le flux a travers 
cette surface est alors : 





= E z (z) S-E z (-z) 5 + 0 = 2 E Z S 

= Qint = i ff adS= ^_ 

eo eo J J eo 


(3.12) 


ou nous avons utilise le fait que S\ = S 2 = S et que E-d£>L = 0. II s’ensuit que le champ electrostatique 
cree par un plan inhni uniformement charge vaut : 

l = E z z=°-z. (3.13) 

2eo 

Ce resultat n’est valable que pour z > 0. En se rappelant que le champ E z est impair en z, on peut 
ecrire ce resultat sous une forme valable pour z^O: 

. , cr ^ z a ^ _ ,, 

E = sgn(z)- z = — - z . (3.14) 

2eo \z\ le 0 


Remarques : 

1. Le champ ne varie pas avec la distance. Ceci est une consequence du fait que le plan est 
suppose infini. 

2. On peut encore appliquer ce resultat pour une surface quelconque chargee uniforme- 
ment. II sufRt alors d’interpreter E comme le champ au voisinage immediat de la 
surface : suffisamment pres, celle-ci peut etre assimilee a un plan infini. 

3. Le champ subit une variation de direction brusque en traversant le plan de charge surfacique. Ce « 
saut »du champ est characteristique des problemes concernant des densites de charge surfacique. 
Nous le reverrons plus en detail dans le chapitre suivant. 

Champ cree par une boule uniformement chargee 

On considere une boule (sphere pleine) de centre O et rayon a, chargee avec une distribution 
volumique homogene de charges po- Cette distribution possedant une symetrie spherique, le champ 
electrostatique qui en resulte aura la mane symetrie, done "it (1^) = E r (r) r. 
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La surface de Gauss adaptee a la symetrie du probleme est une sphere de rayon r centree sur 
l’origine et 1’evaluation de l’integrale surfacique dans le theoreme de Gauss donne : 


<f> e =jj)lt-d£ = 

_ Q int 
eo 


E ( r ) dS = E r (r) 47r r 2 


(3.15) 



Avec ce resultat en main, il nous suffit a determiner le champ dans les deux regions distinctes, r < a 
et r > a : 

- Lorsque r < a, il n’y a qu’un partie de la charge totale de la sphere a l’interieur de la surface de 
Gauss, Si (Qint = f7rr 3 /?o)) et la formule de l’eq. (3.15 ) nous donne : 


T-i / \ Qint _ hr 3 p 0 _ p 0 

r (r) “ 4vre 0 r 2 “ 47rr 2 eo “ 3e Q r 


r < a 


(3.16) 


Lorsque r > a, la sphere de Gauss enferme un volume V superieur a celui de la boule, mais la 
distribution de charges n’est non nulle que jusciu’en r = a. Done on a simplement que la charge 


a l’interieur de S 2 est Q m t = Q to t = ce qui fournit dans l’eq. ( 3.15 ) que : 


E r 


[r = 


Q tot 
47 T 60 r 2 


Po a 
3e 0 r 2 


r > a 


(3.17) 


On vient ainsi de demontrer, sur un cas simple, qu’une distribution de charges a symetrie sphe- 
rique produit a l’exterieur de la distribution, le meme champ qu’une charge ponctuelle egale, 
situee en O. 


3.1.6 Circulation du champ electrostatique 

On va demontrer ci-dessous qu’il existe un champ scalaire V, appele potentiel electrostatique, definit 
dans tout 1’espace et qui permet de reconstruire le champ electrostatique i^. Outre une commodite de 
calcul (il est plus facile d’additionner deux scalaires que deux vecteurs), 1’existence d’un tel scalaire 
traduit des proprietes importantes du champ electrostatique. Mais tout d’abord, est-il possible d’obtenir 
un champ de vecteurs a partir d’un champ scalaire ? 

Prenons un scalaire V(M) defini en tout point M de 1’espace (on dit un champ scalaire). Une 
variation dV de ce champ lorsqu’on passe d’un point M a un point M' infiniment proche est alors 
fourni par la differentielle totale : 

3 r, v 

dV (M) = ^ — — dxi = gradD • dOA i , (3.18) 

i=i Xl 


32 


Electromagnetisme 


3.1. FLUX DU CHAMP ELECTRO STATIQ UE 


ou le vecteur gradl/, est le gradient du champ scalaire V et constitue un champ de vecteurs defini 
partout. Ses composantes dans un systeme de coordonnees donne sont obtenues tres simplement. Par 
exemple, en coordonnees cartesiennes, on a dOxt = dxx + dyy + dzz et 


nr dv , dv J dv , 

dV = — dx + — dy + ~^~dz , 
ox dy dz 

d’ou 1’ expression suivante pour le gradient en coordonnees cartesiennes 


(3.19) 


gra< 


Av = 


dV ^ dV . 


dx 


x + 


dy 


y + 


dV , 
dz 


-z = 


t 

dV \ 

dx \ 


dV | 


dy 

V 

dV ] 

dz / 


(3.20) 


En faisant de meme en coordonnees cylindriques et spheriques on trouve respectivement dOxi = 
dpp + pdcfxp + dzz et doxi = drr + rdOO + r sin dd^c/j ce qui amenent aux expressions respectives 
pour le gradient en coordonnees cylindriques et spheriques : 

IV -i OV _ OV ^ 

P~ 


t/ ~ dv 

gradl/ = p^r~ 


dp 


yl dV ^ dV 
+ 4, - P dt + z fc ~ 



\ Tr ~ldV y 1 dV 

gradl/ = r— + 0-— + 0 

dr r dt) 


( 9V 

dr 

1 dV 
r dd 
1 dV 
\ rsin0 d(f> 


(3.21) 


rsin0 d(j) 

Un deplacement dOxi = XL XT' l e long d’une courbe (ou surface) definie par V = Constante corres- 
pond a dV = 0, ce qui signifie que gradU est un vecteur qui est perpendiculaire en tout point a cette 
courbe (ou surface). 

Par ailleurs, plus les composantes du gradient sont elevees et plus il y a une variation rapide de V. 
Or, c’est bien ce qui semble se produire, par exemple, au voisinage d’une charge electrique q : les lignes 
de champ electrostatique sont des droites qui convergent (q < 0) ou divergent (q > 0) toutes vers la 
charge. II est done tentant d’associer le champ (vecteur) au gradient d’une fonction scalaire V. 

En fait, depuis Newton (1687) et sa loi de gravitation universelle, de nombreux physiciens et ma- 
thematiciens s’etaient penche sur les proprietes de cette force radiale en 1/r 2 . En particulier Lagrange 
avait ainsi introduit en 1777 une fonction scalaire appelee potentiel, plus « fondamentale » puisque la 
force en derive. C’est Poisson qui a introduit le potentiel electrostatique en 1813, par analogie avec la 
loi de Newton. 

Definition : le potentiel electrostatique V est relie au champ electrostatique par 


= —gradl/ 


(3.22) 


Remarques : 

1. Le signe moins est une convention liee a celle adoptee pour 1’energie electrostatique (cf. chapitre 

§• 

2. La consequence de cette definition du potentiel est dV(M ) — -i? ■ dOAt pour un deplacement 
infinitesimal quelconque. 

3. Les lignes de champ electrostatique sont perpendiculaires aux courbes equipotentielles. 
Definition : la circulation du champ electrostatique le long d’une courbe allant de A vers B est 


[ it ■ dt = - f dV = V {A)- V(B) 
J A JA 


(3.23) 


Remarques : 
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E 

■» 

-> 

-> 

-> 


V A V b <V a 


1. Cette circulation est conservative : elle ne depend pas du chemin suivi. Du coup, on dit qu’un 
champ est conservateur du moment qu’on peut l’exprimer partout comrne un gradient d’un 
champ scalaire. 

2. La circulation du champ electrostatique sur une courbe fermee (on retourne en A) est nulle. On 
verra plus loin que ceci est d’une grande importance en electrocinetique. 

3. D’apres la relation ci-dessus, le long d’une ligne de champ, c’est-a-dire pour E ■ ~dt > 0 on a 
V(A) > V{B). Les lignes de champ electrostatiques vont dans le sens des potentiels decroissants. 

3.1.7 Potentiel cree par une charge ponctuelle 

Nous venons de voir l’interpretation geometrique du gradient d’une fonction scalaire et le lien avec 
la notion de circulation. Mais nous n’avons pas encore prouve que le champ electrostatique pouvait 
effectivement se deduire d’un potentiel V ! 


Considerons done une charge ponctuelle q situee en un point O pris comme l’origine d’un systeme 
de coordonnees spheriques. En un point M de 1’espace, cette charge cree un champ electrostatique E. 
Le potentiel electrostatique est alors donne par : 



srE(M) 

M' 

</om=mS' 



(3.24) 


c’est-a-dire, apres integration suivant r, 



(3.25) 


ce qu’on ecrit souvent dans la forme 



(3.26) 


ou la constante d’integration Vq est le potentiel a l’infini. 
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Remarques : 

1. La constante d ’integration Vo correpsond a la valeur absolue du potential electrostatique a 1’in- 
fini. Ceci est arbitraire puisque seulement des differences de potentiel sont mesurables. C’est une 
convention universelle de prendre le potentiel nul a l’infini (c.-a-d. Vo = 0). 

2. L’unite du potentiel est le Volt . En unites du systeme international (SI) le Volt vaut : 

[V] = [ E.m ] = NmCT 1 = kg.m 2 .s~ 3 . A -1 (unites SI de base) . 

3. Si Ton veut se donner une representation du potentiel, on peut remarquer qu’il mesure le degre 
d’electrification d’un conducteur (voir Chapitre [ 3 ]) . II y a en fait une analogie formelle entre d’un 
cote, le potentiel V et la temperature T d’un corps, et de 1’autre, entre la charge Q et la chaleur 
deposee dans ce corps. 


3.1.8 Potentiel cree par un ensemble de charges 

Considerons maintenant un ensemble de N charges ponctuelles qi distributes aux points Pj dans 
tout l’espace. En vertu du principe de superposition, le champ electrostatique total = YliLi -“i est 
la somme vectorielle des champs i^j crees par chaque charge g* . On peut done definir un potentiel 
electrostatique total V (M) = J^iLi ^ (AL) tel que = — gradv soit encore verifie. En utilisant 
1’ expression du potentiel cree par une charge unique, on obtient : 


N 


V (M) = 




47reo *r-? r, 
1=1 


(3.27) 


ou n = Pj M = 




est la distance entre la charge % et le point M. 

Lorsqu’on s’interesse a des echelles spatiales qui sont tres grandes par rapport aux distances entre 
les charges % , on peut faire un passage a la limite continue et remplacer la somme discrete par 
une integrate qi (Pj) — >• f dq (P) ou P est un point courant autour duquel se trouve une charge « 
elementaire » dq. Le potentiel electrostatique cree par une distribution de charges continue est alors 


V (M) = 


1 


47T60 


r 


r = PM 


(3.28) 


Remarques : 


1. Pour une distribution de charges finie, Vo est simplement le potentiel a l’infini (examiner la limite 
PM — >■ oo). Dans ce cas, la convention est de prendre Vo = 0. 

2. Pour des distributions de charges lineique A, surfacique cr et volumique p, on obtient respective- 
ment 


V (M) 


1 

47T60 


A (U 

5 

r 


V (M) 


1 

4-7reo 


adS 

r 


V(M) 


1 

4-7reo 


pdV 

r 


(3.29) 


ou r = PM. 

3. Noter que Ton ne peut pas evaluer le potentiel (ni le champ d’ailleurs) d’une particule en utilisant 
l’expression discrete (e’est-a-dire pour r* = 0). Par contre, on peut le faire avec une distribution 
continue (surfacique ou volumique) : c’est du au fait que dq/r converge lorsque r tend vers zero 
pour une distribution surfacique ou volumique. 
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3.2 Equations differentielles et integrates de l’electrostatique 

3.2.1 Forme locale du theoreme de Gauss 


Le theoreme de Gauss, tel que nous l’avons presente dans l’eq. (3.11 ) , est apparu sous une forme 


integrate. Le flux a travers une surface fermee est relie a la quantite de charges interieures a ce volume, 
sans dependre de leur distribution. Puisque cette formule marche pour n’importe quelle volume, elle 
implique l’existence d’une loi locale ou differentielle qui relie deux grandeurs en un point r. (Comme 
par exemple la relation E = — gradF qui est locale dans le sens que le champ en ~r est lie a la derivee 
du potentiel en ce meme point 7’.) 


Si on laisse le volume dans la forme integrate de Gauss, l’eq. (3.11 ) , devient infinitessimal, (5V — > 0) 


on demontre dans 3.2.2 ci-dessous que la loi de Gauss integrate prend la forme : 


8E X + 8Ey + dE z 


dx 


dy 


dz 


5V = e 5V 
eo 


(3.30) 


La forme locale (ou differentielle) de l’eq. (3.11 ) est done : 

dE x . d E„ dE z 


dx 


+ 


dy 


+ 


dz 


P_ 

eo 


(3.31) 


Elle relie, en chaque point de l’espace, la somrne des trois derivees partielles ecrites ci-dessus a la 
densite de charge volumique en ce meme point. Les charges surfaciques, lineiques et ponctuelles sont 
des idealisations de la distribution des charges qui doivent etre traitees avec precaution (La theorie des 
distributions est notamment bien adapt e a ce genre de situation). 

Pour un champ vecteur donne, les physiciens ont pris l’habitude de noter : 


div 


~A 


dA x dA y dA z 
dx dy dz 


(3.32) 


La forme locale du theoreme de Gauss s’ecrit alors : 


div^ = — . 
eo 


(3.33) 


La divergence (div) d’un vecteur est un scalaire. Cet etre mathematique vient rejoindre le gradient et 
le rotationnel dans ce que l’on appelle l’analyse vectorielle. N.B. 


Dans le vide p 


0 et div E = 0 . 


(3.34) 


Comme le gradient et le rotationnel, la divergence presente des expressions distinctes en coordonnees 
cartesiennes, cylindriques et spheriques. 


3.2.2 Derivation de la forme locale de Gauss (esquisse) 

Considerons un petit parallelepipede rectangle centre en un point d’abscisse xo, yo, zo et de cotes 
a, b et c (voir figure [373]) . Les deux faces perpendiculaires a la direction Ox sont situees en x = xo — a/2 
et x = xo + a/2. Les cotes de ces faces sont b (parallelement a Oy) et c (parallelement a Oz). L’aire de 
ces deux faces est egale au produit be. 

Reproduire le meme raisonnement pour les autres faces. 

L’ensemble des 6 rectangles (tels que ABCD) forme une surface fermee entourant le volume SV = 
abc du parallelepipede rectangle 


36 


ElectromagiieB.snMQUATIONS DIFFEREN TIELLES ET INTEGRALES DE L ’ELECTRO STATIQUE 



Figure 3.3 - Parallelepipede de volume 5V = abc centre sur le point (xo,yo,zo) 


Les vecteurs ^1, 3 2) t 3 , ^4, ^5, 3 
1’exterieur du volume et s’ecrivent : 


6 


representant les surfaces des rectangles sont orientees vers 


31 = 

be 

0 

^2 = 

—be 

0 

^3 = 

0 

ac 

II 

0 

—ac 


0 


0 


0 


0 

^5 = 

0 

0 

II 

CD 

0 

0 






ab 


—ab 






(3.35) 


Le flux total de E a travers la surface parallelepipedique fermee s’ecrit : 

<f>e = • 3 2 ) + (^3 ■ ^3 + ^4 • ^ 4 ) + (^5 • ^5 + ^6 • t 6 ) 

= $12 + < f > 34 + ^56 • 


(3.36) 


Determinons d>i 2 , c’est-a-dire la somme des flux du champ electrique a travers les surfaces Si et 
S 2 • Pour cela, faisons figurer ces deux surfaces de profil. est le champ electrique i?i en x = xo+a/2. 
=t(x 0 + a/2,y 0 ,z 0 ). (et i^ 2 = E(x 0 - a/2, y 0 , z 0 )). 



■■■> 


Puisque be est l’aire du rectangle ABCD, et au vu de 1’orientation de S 1 qui n’a de composante 
que suivant 1’axe Ox, le flux de E a travers la surface 1 m s’ecrit : ( bc)E x (xo + a/2,yo,zo). Faisons de 
meme avec le flux travers 1 > 2 > nous avons done : 

*£>12 = 1 ^ 1 - 1 + ^2 '~^2 

= ( bc)E x (.T 0 + a/2, y 0 , z 0 ) + (- bc)E x (t 0 - a/2, y 0 , z 0 ) 

= (bc)[E x (x 0 + a/2,y 0 ,z 0 ) - E x (x 0 - a/2,y 0 ,z 0 )\ • (3.37) 
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Dans la limite ou a tend vers 0, on peut faire un developpement limite autour de xq, yo, zo, 
E x (t 0 + a/2, yo , zo) = E x (x 0 , y 0 , zo) + (|) (®o, Vo, z 0 ) 

E x (.t 0 - a/2, y 0 , zo) = E x (x 0 , yo, z 0 ) - Q) (x 0 , yo, z 0 ) , 

dE x 


d’ou 


$12 = abc- 


dx 


(x 0 ,yo,zo) 


(3.38) 

(3.39) 


ou le produit abc n’est autre que le volume 5V du parallelepipede rectangle. Les flux $34 et $50 peuvent 
etre calcules de la meme fagon, ce qui conduit a : 


$ e ^5Vx ( d ^A + d ^y + d ^L) = 8V div^ . 

ox ay dz 


(3.40) 


La charge a l’interieur du volume est la densite locale de charge p{xo,yo, zo) niultipliee par le volume 
du parallelepipede, c.-a-d. Q, n t = pSV, et la loi de Gauss pour un volume infinitessimal prend done la 
forme, $ e = bV div E = 6V-. 

L’application du theoreme de Gauss a un volume infinitesimal donne done une forme locale (diffe- 
rentielle) de cette loi : 

div it = — . (3.41) 

eo 


div it = — 
eo 




Nous pouvons egalement utiliser le theoreme de Green- Ostrogradsky de l’eq.( 11.15 ) afin d’aller 
dans 1’autre sens et voir que la forme integrale du theoreme de Gauss est une consequence directe de 
sa formulation differentielle. 

lt-d^> = — . (3.42) 

is e o 

Autrement dit : les formes differentielle et integrale du theoreme de Gauss sont deux expressions 
mathematiques de la meme relation physique fondamentale. 

3.2.3 Equations fondamentales de l’electrostatique 

II s’avere que toute l’electrostatique du vide peut etre formule en termes d’equations differentielles. 
En effet, on peut montrer que Pautre loi locale de l’electrostatique, le fait qu’on peut exprimer it 
comme un gradient d’un champ scalaire, est equivalent au fait que la rotationnelle de it soit nulle 
partout : 

it = — graclV rot it = 1? . (3.43) 

(Voir 11.17 de Pappendice des maths pour une demonstration de rot grad/ = ~tt) N.B. Un champ 
conservateur est caracterise par rot it = 0 dans toute l’espace. 

Done en resume, on peut formuler toute l’electrostatique du vide avec deux equations differentielles 
de premier ordre : 

(3.44) 


<a.| 

II 

> 

'S 

et 

rot 111 = 

eo 




3.2.4 Equation de Poisson 


On peut egalement formuler l’electrostatique en termes d’une seule equation differentielle (de 
deuxieme ordre) appelee equation de Poisson. La combinaison de la forme locale du theoreme de 
Gauss div it = p/e 0 et de la relation it = -graciv conduit a l’equation de Poisson. En effet : 


div 


8E X dEy 8E Z 
dx dy dz 



dx dy 



8z e 0 ’ 
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entraine 

d 2 V d 2 V d 2 V 

dx 2 dy 2 dz 2 

ce qui est l’equation de Poisson. Elle se synthetise en : 


P_ 

eo 


AT/ = -- 


eo 


ou : 


A = div grad 


(3.45) 


(3.46) 


definie un operateur d’analyse vectorielle appele Laplacien. Nous avons demontre qu’en coordonnees 
cartesiennes, elle s’exprime simplement comme 


< 9 2 d 2 d 2 

dx 2 dy 2 dz 2 


(3.47) 


On peut demontrer mathematiquement (mais nous ne le ferons pas id) que la solution generale de 


1’ equation de Poisson, l’eq. (3.45 ) , peut s’ecrire sous forme integrale : 


v {-£) = -?— 

V ; 47re 0 


w^m d ' xl +v ° ' 


(3.48) 


un peu plus sophistique), Prenant le gradient de cette expression, on obtient 


qui n’est rien d’autre que l’expression pour le potentiel trouve en (3.28) et (3.29) (avec une notation 

(3.49) 


E(H) = —grad V ("S’) 


1 

47T60 




I "S’ — "S’ 


— g/3 (S’ 7 ) d 3 x' 


qui est de nouveau l’expression integrale de l’equation du champ electrique deduite de la force de 
Coulomb dans le chapitre [2} Done la boucle est bouclee, et on retrouve la physique de Coulomb en 


prenant les equations differentielles de l’eq. (3.44 ) comme point de depart. Bien qu’on puisse en deduire 


une formulation de 1’autre, 1’histoire (et la pratique) de la physique demontrent que la formulation de 
l’electromagnetisme en termes de champs est plus porteur pour les developpements qui vont suivre que 
le point de vu de Coulomb en termes de forces agissant entre des charges a distance. 
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Chapitre 4 

Conducteurs en equilibre 


4.1 Conducteurs isoles 

4.1.1 Notion d’equilibre electrostatique 

Jusqu’a present, nous nous sommes interesses uniquement aux charges electriques et a leurs effets. 
Que se passe-t-il pour un corps conducteur dans lequel les charges sont libres de se deplacer ? 

Prenons une baguette en plastique et frottons-la. On sait qu’elle devient electrisee parce qu’elle 
devient alors capable d’attirer des petits bouts de papier. Si on la met en contact avec une autre 
baguette, alors cette deuxieme devient egalement electrisee, c’est-a-dire atteint un certain degre d’elec- 
trisation. Au moment du contact des deux baguettes, des charges electriques passent de l’une a l’autre, 
modifiant ainsi le nombre de charges contenues dans chacune des baguettes, jusqu’a ce qu’un equilibre 
soit atteint. Comment definir un tel equilibre? 

Definition : V equilibre electrostatique d’un conducteur est atteint lorsqu’aucune charge electrique 
ne se deplace plus a I’interieur du conducteur. 

Du point de vue des charges elementaire, cela signihe que le champ electrostatique total a 
l’interieur du conducteur est nul. 

Comme le champ derive d’un potentiel, cela implique qu’un conducteur a l’equilibre electro- 
statique est equipotentiel. 

Remarques : 

1. Si le conducteur est charge, le champ electrostatique total est (principe de superposition) la 
somme du champ exterieur et du champ cree par la distribution de charges contenues dans le 
conducteur. Cela signihe que les charges s’arrangent (se deplacent) de telle sorte que le champ 
qu’elles creent compense exactement, en tout point du conducteur, le champ exterieur. 

2. Nous voyons apparaitre ici une analogie possible avec la thermodynamique : 

Equilibre electrostatique •<=>• Equilibre thermodynamique 
Potentiel electrostatique <*=>' Temperature 
Charges electriques 4=>- Chaleur 

En effet, a l’equilibre thermodynamique, deux corps de temperatures initialement differentes mis 
en contact, acquierent la merne temperature hnale en echangeant de la chaleur (du plus chaud vers le 
plus froid). 

4.1.2 Quelques proprietes des conducteurs en equilibre 

(a) Lignes de champ Nous avons vu que, a l’interieur d’un conducteur (charge ou non) le champ 
electrostatique total est nul. Mais ce n’est pas forcement le cas a 1’ exterieur, en particulier si le 
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conducteur est charge. Puisqu’un conducteur a 1’equilibre est equipotentiel, cela entraine alors 
que, sa surface etant au merne potentiel, le champ electrostatique est normal a la surface d’un 
conducteur. Par ailleurs, aucune ligne de champ ne peut « revenir » vers le conducteur. En effet, 
la circulation du champ le long de cette ligne impose 

V(A)-V(B)= [ it-dt 
JA 

Si les points A et B appartiennent au merne conducteur, alors la circulation doit 
qui est impossible le long d’une ligne de champ (ou, par definition E est parallele 



etre nulle, ce 
a m ). 


(b) Distribution des charges Si un conducteur est charge, ou se trouvent les charges non com- 

pensees ? Supposons qu’elles soient distributes avec une distribution volumique p. Prenons un 
volume quelconque V situe a l’interieur d’un conducteur a l’equilibre electrostatique. En vertu 
du theoreme de Gauss, on a 

<fl)lt-d£ = § —dV = 0 

JJs JjJv £ o 

puisque le champ est nul partout. Cela signifie que p = 0 (autant de charges + que de 
charges — ) et done, qu’a l’equilibre, aucune charge non compensee ne peut se trouver dans le 
volume occupe par le conducteur. Toutes les charges non compensees se trouvent done 
necessairement localisees a la surface du conducteur. 

Ce resultat peut se comprendre par 1’effet de repulsion que celles-ci exercent les unes sur les 
autres. A l’equilibre, les charges tendent done a se trouver aussi eloignees les unes des autres 
qu’il est possible de le faire. 

(c) Theoreme de Coulomb En un point M infiniment voisin de la surface S d’un conducteur, le 

champ electrostatique E est normal a S. Considerons une petite surface S ex t parallele a la 
surface S du conducteur. On peut ensuite construire une surface fermee E en y adjoignant une 
surface rentrant a l’interieur du conducteur S'i n t ainsi qu’une surface laterale Sl ■ En appliquant 
le theoreme de Gauss sur cette surface fermee, on obtient 


$ = 



— y 

E 







BS ex t — 


9«± = 4[[ adS = ^L 

e 0 e 0 JJsm e o 


(4.1) 


ou Sm est la surface dessinee par le tube de flux passant par 5 ex t , done Sm = <Sext (on peut 
choisir ces surfaces aussi petites que 1’on veut). Mettant ce resultat dans la relation = ES ex t 

obtenue dans 1’eq. (|4. lh on obtient le : 


Theoreme de Coulomb : le champ electrostatique a proximite immediate d’un conducteur de 
densite surfaciciue a vaut 



(4.2) 
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/\ 

n 



ou n est un vecteur unitaire normal au conducteur et dirige vers Pexterieur. 

Lorsque le champ au voisinage d’un conducteur depasse une certaine limite, une etincelle est 
observee : le milieu entourant le conducteur devient alors conducteur. Ce champ maximal, de 
l’ordre de 3 Mega V/m dans Pair, est appele champ disruptif. II correspond a l’ionisation des 
particules du milieu (molecules dans le cas de Pair). 


4.1.3 Pression electrostatique 

Soient deux points M et M' infiniment proches de la surface d’un conducteur de densite surfacique 
a, M situe a Pexterieur tandis que M' est situe a Pinterieur. Considerons maintenant une surface 
elementaire dS situee entre ces deux points. Soit ~I^\ le champ cree en M par les charges situees sur 
dS et £/ 2 le champ cree en M par toutes les autres charges situees a la surface du conducteur. Soient 
et E' 2 les champs respectifs en M' . 


dS 


K A 


M 


/////)7777/ ° a /////7// 


V 




On a alors les trois proprietes suivantes : 

1. £/ 2 = car M et M' sont infiniment proches. 

2. = —Ei car le champ electrostatique a Pinterieur du conducteur est nul. 

3. = —Ei car ~^i est symetrique par rapport a dS. consideree comme un plan puisque M et 
M' peuvent etre infiniment rapproches. 


Grace a ces trois proprietes, on en deduit que E 2 = E 1 , c’est-a-dire que la contribution de P en- 
semble du conducteur est egale a celle de la charge situee a proximite immediate. Comme le champ 
total vaut E = ^1 + ^2 = (theoreme de Coulomb), on en deduit que le champ cree par P ensemble 
du conducteur (a Pexclusion des charges situees en dS) au voisinage du point M est ^2 = 9 ^”- 

Autrement dit, la force electrostatique d?F subie par cette charge dq = adS de la part de P ensemble 
des autres charges du conducteur vaut 


y ^ 

d 2 F = dqlilo = odS-^—n = ^—ndS 
2e 0 2e 0 


(4.3) 


Quel que soit le signe de <7, la force est toujours normale et dirigee vers Pexterieur du conducteur. Cette 
propriete est caracteristique d’une pression, force par unite de surface. Ainsi, la pression electrostatique 
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subie en tout point d’un conclucteur vaut : 



(4.4) 


Cette pression est en general trop faible pour arracher les charges de la surface du conducteur. Mais 
elle peut deformer ou deplacer la surface, les charges communiquant au solide la force electrostatique 
qu’elles subissent. 


4.1.4 Pouvoir des pointes 



L’expression « Pouvoir des pointes » decrit le fait experimental que, a proximite d’une pointe, le 
champ electrostatique est toujours tres intense. En vertu du theoreme de Coulomb, cela signifie que la 
densite surfacique de charges est, au voisinage d’une pointe, tres elevee. On peut aborder ce phenomene 
avec deux spheres chargees de rayons differents, reliees par un fil conducteur et placees loin l’une de 
l’autre. On peut done considerer que chaque sphere est isolee mais qu’elle partage le meme potentiel 
V. Cela implique alors : 


Pi 


P 2 


1 f f QidSi 

47T60 J J R\ 

Si 

cr\Ri _ cr 2 R 2 
eo eo 
0~1 _ R ‘2 
a 2 R\ 


1 f ( a 2 dS 2 

4vre 0 J J R-2 

s 2 


(4.5) 


Done, plus le rayon de la sphere sera petit et plus sa densite de charges sera elevee. Tout se passe comme 
si les charges « preferaient » les zones a forte courbure. A priori, cela semble en contradiction avec l’idee 
naive que les charges non compensees ont tendance a se repousser mutuellement. Le resultat ci-dessus 
nous montre l’effet d’une pointe (accumulation de charges), mais ne nous offre aucune explication de ce 
phenomene. Qu’est ce qui, physiquement, a permis une « accumulation » de charges sur une pointe? 

Prenons une sphere chargee placee seule dans l’espace. Se repoussant mutuellement, les charges 
vont produire une distribution surfacique uniforme. Maintenant, si Ton fait une pointe (zone convexe) 
les charges situees en haut de la pointe « voient » non seulenrent le champ electrostatique cree par les 
charges immediatement voisines, mais egalenrent celui cree par les charges situees sur les bords de la 
pointe. Quand une charge se retrouve, sous l’effet repulsif des autres charges, repoussee vers la pointe, 
le champ qu’elle-meme cree devient moms important (puisqu’elle est eloignee des autres charges) vis- 
a-vis des charges restees sur la partie uniforme de la sphere. Cela permet ainsi a une autre charge 
de prendre sa place : cette nouvelle charge se deplace done et se retrouve elle-meme repoussee sur la 
pointe. Le conducteur atteint 1’equilibre electrostatique lorsque le champ repulsif cree par toutes les 
charges accumulees au niveau de la pointe compense celui cree par les charges restees sur le « corps » 
du conducteur. 
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4.1.5 Capacite d’un conducteur isole 

Nous avons vu qu’il etait possible de faire une analogie entre la temperature d’un corps et le 
potentiel electrostatique. Or, pour une quantite de chaleur donnee, la temperature d’un corps depend 
en fait de sa capacite calorifique. II en va de meme pour le potentiel electrostatique : il depend de la 
capacite du corps a « absorber » les charges electriques qu’il regoit. On peut done suivre cette analogie 
et definir une nouvelle notion, la capacite electrostatique : 

Capacite electrostatique 4==> Capacite calorifique . 


Soit un conducteur a l’equilibre electrostatique isole dans l’espace, charge avec une distribution 
surfacique a et porte au potentiel V. Celui-ci s’ecrit : 


V (M) 


1 rr a(P)dS 

4 JJ PM 

Surface 


en tout point M du conducteur, le point P etant un point quelconque de sa surface. Par ailleurs, la 
charge electrique totale portee par ce conducteur s’ecrit 


Q= JJ a (P) dS 

Surface 


Si on multiplie la densite surfacique par un coefficient constant a, on obtient une nouvelle charge totale 
Q' = aQ et un nouveau potentiel V' = aV . On a ainsi un nouvel etat d’equilibre electrostatique, 
parfaitement defini. On voit done que, quoi qu’on fasse, tout etat d’equilibre d’un conducteur isole 
(caracterise par Q et V) est tel que le rapport Q/V reste constant (cela resulte de la linearite de Q et 
V en fonction de a). 

Definition : La capacite electrostatique d’un conducteur a I’equilibre est definie par 



(4.6) 


oil Q est la charge electrique totale du conducteur porte au potentiel V. L ’unite de la capacite est le 
Farad (symbole F ) - unite fondamentale ( A 2 .s 4 .m _2 .kg _1 ). 

Remarques : 

1. La capacite C d’un conducteur est une grandeur toujours positive. Elle ne depend que des 
caracteristiques geometriques et du materiau dont est fait le conducteur. 

2. Les unites couramment utilisees en electrocinetique sont le nF ou pF. 

3. La permittivite du vide, eo, a la dimension de F.m -1 (unites de base : m _3 .kg _1 .s 4 .A 2 ). 

4. Exemple : capacite d’une sphere de rayon R, chargee avec une densite surfacique o 


V = V (O) 


i rr a (p ) ds _ i rr ads 

4vre 0 J J OP 47re 0 J J R 

Surface Surface 

C = J = 4Tre 0 R . 


[ [ adS 

4neoR J J 

Surface 


Q 

47reo R 


(4.7) 


4.1.6 Superposition des etats d’equilibre 

Nous avons vu qu’un conducteur isole, a l’equilibre electrostatique, est caracterise par sa charge 
Q et son potentiel V, qui sont relies entre eux par la capacite C du conducteur. Inversement , etant 
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donne un conducteur de capacite C, la donnee de sa distribution surfacique a determine completement 
son etat d’equilibre, puisque Q = JJ odS. 

Surface 

Soit maintenant un autre etat d’equilibre du meme conducteur defini par une densite surfacique 
o'. Le conducteur porte alors une charge Q' et a un potential V' . Du fait de la linearite de Q et V avec 
a, toute combinaison lineaire de o et o' est encore un etat d’equilibre : 


a" = ao + bo' 


Q" — aQ + bQ' 

V" = % = aV + bV' 


On a done ici un resultat qui nous sera utile plus tard : toute superposition d’etats d’equilibre 
(d’un conducteur ou d’un ensemble de conducteurs) est egalement un etat d’equilibre. 


4.2 Systemes de conducteurs en equilibre 

4.2.1 Theoreme des elements correspondants 

Soit deux conducteurs (4i) et (A2), places l’un a cote de l’autre et portant des densites surfaciques 
o 1 et o 2 a l’equilibre. S’ils ne sont pas au meme potentiel, des lignes de champ electrostatique relient 
(4i) a (A2). Soit un petit contour ferme C\ situe sur la surface de (A\) tel que l’ensemble des lignes 
de champ s’appuyant sur C\ rejoignent (^2) et y dessinent un contour ferme C2 (on en deduit par 
construction que toutes les lignes de champ s’appuyant sur la surface A\ bornee par C\ se terminent 
sur la surface A 2 bornee par C2) ■ L’ensemble de ces lignes de champ constitue ce qu’on appelle un 



tube de flux : le flux du champ electrostatique a travers la surface laterale Sl dessinee par ce tube est 
nul par construction (it ■ dit = 0). Soit une surface fermee produite S = Sl + Si + S2 ou ,S'i est une 
surface qui s’appuie sur C\ et plonge a l’interieur de conducteur A\ et S2 une surface analogue pour 
le conducteur A2. 

En vertu du theoreme de Gauss, on a 

$ = (!) it ■ d$ = [[ it -d£ L + ft It • + [[ it -dlt 2 = 0 

■Us JJs L JJ S\ JJs 2 

_ Quit _ qi 02 

eo eo eo 

ou q\ est la charge totale contenue sur la surface de (4i) embrassee par C\ tandis que q2 est la charge 
contenue sur la surface correspondante de (^2). Du coup q2 = —qi necessairement. 

Theoreme : les charges electriques portees par deux elements correspondants sont op- 
posees. 

Cette demonstration a fait appel a un concept inportant, le tube de flux, qui relayait dans cet 
exemple les deux elements correspondants, C\ et C2. En generale, le tube de flux est definie comme 
suit : 
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- Soit un contour ferine C tel que le champ electrostatique lui est perpendiculaire, c’est-a-dire tel 
que lit _L dt ou dl est un vecteur elementaire de C. En chaque point de C passe done une ligne de 
champ particuliere. L’ensemble de toutes les lignes de champ passant par C dessine alors une surface 
dans l’espace, une sorte de tube. Par construction, le flux du champ electrostatique est nul a travers la 
surface laterale du tube, de telle sorte que le flux est conserve : ce qui rentre a la base du tube ressort 
de 1 ’ autre cote. On appelle un tel « rassemblement» de lignes de champ un tube de flux. 

4.2.2 Phenomene d’influence electrostatique 

Jusqu’a present nous n’avons aborde que les conducteurs charges, isoles dans l’espace. Que se passe- 
t-il lorsque, par exemple, on place un conducteur neutre dans un champ electrostatique uniforme ? Etant 
neutre, sa charge Q = ff adS doit rester nulle. Mais etant un conducteur, les charges sont libres de 
se deplacer : on va done assister a un deplacement de charges positives dans la direction de E et de 
charges negatives dans la direction opposee. On obtient alors une polarisation du conducteur (creation 
de poles + et — ), se traduisant par une distribution surfacique a non-uniforme (mais telle que Q = 0 ). 


If 

> 

> 

> 

> 

Considerons maintenant le cas plus complique d’un conducteur (Ai) de charge Q\ avec une densite 
surfacique a i, place a proximite d’un conducteur neutre (A2). En vertu de ce qui a ete dit precedem- 
ment, on voit apparaitre une densite surfacique 02 non-uniforme sur (A2) due au champ electrostatique 
de (Ai). Mais, en retour, la presence de charges 02 situees a proximite de (Ai) modifie la distribution 
de charges a ± ! A l’equilibre electrostatique, les deux distributions de charges (J\ et 1J2 dependent l’une 
de l’autre. On appelle cette action reeiproque, 1 ’influence electrostatique. Dans cet exemple, l’influence 
est dite partielle, car 1 ’ensemble des lignes de champ electrostatique issues de (Ai) n’aboutissent pas 
sur (A2). Soit qo la charge portee par la region de (A2) reliee a (Ai). En vertu du theoreme des elements 
correspondants, on a \qo\ < |Qi|- 




On peut creer des conditions d’influence electrostatique totale en plagant (Ai) a l’interieur de 
(A2). Puisque 1 ’ensemble des lignes de champ issues de (Ai) aboutit sur l’interieur de (A2), on voit 
apparaitre la charge Qf* = —Q\ sur la face correspondante interne de (A2), et ceci quelle que soit 
la position de (Ai). Cette propriete (demontree a partir du theoreme des elements correspondants) 
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est connue sous le nom de theoreme de Faraday. La charge electrique totale sur (A2) est simplement 

Q 2 = Q'T + <2l xt = ~Qi + Ql xt - 

Notion d’ecran ou de blindage electrostatique - la cage de Faraday : Un conducteur a 
l’equilibre a un champ nul : de ce fait, s’il possede une cavite, celle-ci se trouve automatiquement isolee 
(du point de vue electrostatique) du rnonde exterieur. On definit par ecran electrostatique parfait tout 
conducteur creux maintenu a un potentiel constant. 

Lorsqu’on relie (A2) au sol, on a Q| xt = 0 (les charges s’ecoulent vers la Terre ou proviennent de 
celle-ci). Dans ce cas, le champ electrostatique rnesure a l’exterieur de (A2) est nul, malgre la presence 
de (A\) charge a l’interieur de (A2). Ainsi, l’espace exterieur a (A2) est protege de toute influence 
electrostatique provenant de la cavite. L’inverse est egalement vrai. 



Prenons maintenant le cas ou (Ai) porte une charge nulle et ou (A2) est place a proximite d’autres 
conducteurs charges. A l’equilibre, on aura Q = 0 rnais aussi un champ electrostatique non nul rnesure 
a l’exterieur de (A2), dependant de la distribution surfacique externe de (A2). Ainsi, malgre la charge 
portee par la surface exterieure de (A2), la cavite interne possede un champ electrostatique nul. Nous 
voyons done que le champ electrostatique regnant a l’interieur de (A2) est parfaitement independant 
de celui a l’exterieur. Noter que ceci reste vrai meme si (A2) n’est pas maintenu a potentiel constant. 

Une combinaison lineaire de ces deux situations permettant de decrire tous les cas possibles, nous 
venons de demontrer que tout conducteur creux maintenu a potentiel constant constitue bien un ecran 
electrostatique dans les deux sens. Un tel dispositif est appele cage de Faraday. 

Alors que la distribution des charges Qf* depend de la position de (Ai), celle des charges Q| xt 
portees par la surface externe de (A2) depend, elle, uniquement de ce qui se passe a 1’exterieur. 

Applications : 

1. Protection contre la foudre : un paratonnerre est en general complete par un reseau de cables 
entourant 1’edifice a proteger, relies a la Terre. 

2. Tout conducteur transportant un courant faible est entoure d’une gaine metallique (appelee 
blindage) reliee au sol. Cette gaine est parfois simplement le chassis de 1’appareil. 

4.2.3 Coefficients d’influence electrostatique 

Nous avons vu que lorsque plusieurs conducteurs sont mis en presence les uns des autres, ils exercent 
une influence electrostatique reciproque. A l’equilibre (mecanique et electrostaticiue), les densites surfa- 
ciques de chaque conducteur dependent des charges qu’ils portent, de leur capacite et de leurs positions 
relatives. Si Ton cherche a calculer, par exemple, le potentiel pris par l’un des conducteurs, alors il nous 
faut resoudre le probleme complet : calculer le potentiel de chaque conducteur. 

Soit un ensemble de N conducteurs (Aj) de charge electrique totale Qj et potentiel V) , en equilibre 
electrostatique. Prenons (Ai) et appliquons la notion vue precedemment de superposition des etats 
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d’equilibre. On peut toujours decomposer la distribution surfacique sur (A\) de la forme <ti = G ij 

ou an est la densite surfacique de charges apparaissant sur (Ai) si tous les autres conducteurs etaient 
portes au potentiel nul (mais presents) et o\j celle apparaissant lorsque tous (y compris A\) sont portes 
au potentiel nul, sauf (Aj). On peut alors ecrire que la charge totale sur (Ai) est : 

N 

Qi = JJ cridS = Y, JJ aijdS = qu + q 12 + ... + qiN 

3 = 1 


= C\\\ 1 + 0*12^2 + ... + CinVn 


( 4 . 8 ) 


Pour connaitre Q\ il faut done connaitre les N etats d’equilibre electrostatique. 

Considerons le premier etat d’equilibre, celui ou on garde le premier armature a potentiel V\ et 
tous les autres armatures sont mis au potentiel nul. Utilisant un exposant pour indiquer qu’il s’agit 
du premier etat d’equilibre, les charges, Q^\ sur chacun des armatures s’ecrit : 

Qi 1} = = C'nVi 

= 921 = C '21 Vi (4.9) 


Q^n — Qni = CniVi . 

En effet, la charge apparaissant sur (44 1 ) ne peut etre due qu’a Vf, C\ \ etant la capacite du conducteur 



(A\ ) en presence des autres conducteurs. Mais par influence, une distribution aj\ apparait sur tous les 
autres conducteurs [Aj). Celle-ci depend du nombre de lignes de champ qui joignent {A\) a chac|ue 
conducteur {Aj). En vertu du theoreme des elements correspondants, la charge qui « apparait » est de 
signe oppose a celle sur (Ai), elle-meme proportionnelle a q\ \ done a V\ : les coefficients d’influence 
Cji sont done negatifs. 

Considerons maintenant le deuxieme etat d’equilibre, ou tous les conducteurs sauf {A 2 ) sont mis 
au potentiel nul. On a alors dans ce cas 

Qi 2) = 912 = C*12 V2 

= 922 = C22V2 (4.10) 

Q^N = QN 2 = CN2V2 ■ 

Bien evidemment, en reproduisant cette operation, on obtient que l’etat d’equilibre le plus general est 
decrit par : 

N N N 

Qi = E = E = E c » v i • I 4 - 11 ) 

j = 1 i =1 i =1 


48 


Electromagnetisme 


4.2. SYSTEMES DE CONDUCTEURS EN EQUILIBRE 


ou sous forme matricielle : 


Q 1 


' Cj, • 

CiN 


' Ei 

Qn 


Cni ■ 

■ Cnn 


. v N 


(4.12) 


Les coefficients C tJ sont appeles coefficients d’influence. Les coefficients Ca sont parfois 
appeles coefficients de capacite ou capacites des conducteurs en presence des autres. II ne 

faut pas les confondre avec les capacites propres Ci des conducteurs isoles, seuls dans 1’espace. D’une 
fagon generale, on a les proprietes suivantes : 

1. Les Ca sont toujours positifs. 

2. Les Cij sont toujours negatifs et C tJ = Cji (matrice symetrique). 

3. Ca > — Cj'ij Legality n’etant possible que dans le cas d’une influence totale. 

La derniere inegalite est une consequence du theoreme des elements correspondants. En effet, 
prenons le conducteur (.Ai) porte au potentiel Vj alors que les autres sont mis au potentiel nul. Tous 
les tubes de flux partant de (Ai) n’aboutissent pas neeessairement a un autre conducteur (ils ne le 
feraient que pour une influence totale). Done, cela signifie que la charge totale situee sur (Ai) est 
(en valeur absolue) superieure a l’ensemble des charges situees sur les autres conducteurs, e’est-a-dire 
qn = C\\V\ > | <721 1 + •• + |< 7 ati| = |Cji| Vi- 

Exemple : Soient deux conducteurs spheriques, (Ai) et (A 2 ), de rayons i?i et R 2 portant une 
charge Q 1 et Q 2 , situes a une distance d 1’un de l’autre. 



1. A quels potentiels se trouvent ces deux conducteurs ? 

En vertu du principe de superposition, le potentiel de (Ai), pris en son centre 0 1 est 

1 ff vidS! 1 ff a 2 dS 2 

1 47Te 0 J J Sl P\0\ 47Te 0 J J s 2 P'lOx 

ou le premier terme est du aux charges Q\ et le second a celles situees sur (A 2 ). Lorsque la 
distance d est beaucoup plus grande que les rayons, on peut assimiler P 2 0\ — 0 2 0\ = d pour 
tout point P 2 de la surface de (^ 2 ) et Lon obtient 

t/ ~ Qi , Q 2 _ Q 1 Q 2 

1 4ireoRi 4neo d C\ Cd ’ 

ou l’on recommit en C\ la capacite d’une sphere isolee et en Cd = 47reod, un coefficient qui depend 
a la fois de la geometrie des deux conducteurs et de leur distance. En faisant de meme pour {A 2 ), 
on obtient 

V ~ Q2 Q 1 _ Q'2 | Qi 

2 47re 0 i?2 47re 0 d C 2 Cd 

ou C 2 est la capacite de ( A 2 ) isolee. 
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2. Trouver les coefficients de capacite de ce systeme. 

A partir des deux expressions approximatives pour V\ et V2 precedentes, on obtient done un 
probleme lineaire qui peut se rnettre sous la forme matricielle suivante : 


1 

Cl 

1 

C d 


Qi 


' Ci " 

1 

. c d 

1 

c 2 


Q2 


C 2 


(4.13) 


e’est-a-dire V) = D t) Qj ou la matrice est connue a partir de l’inverse des diverses capacites. 
Si 1’on veut se ramener au probleme precedent (calcul des charges connaissant les potentiels), 
e’est-a-dire a la resolution de Qi = CijVj , ou C l3 est la matrice des coefficients d’influence, il faut 
inverser la matrice D r] . On obtiendra en effet Q; = 1 Vj . ce qui donne Cij = 1 . Dans le cas 

present, on obtient 


C n = 


Ci 


1 - 


CiC 2 

~cT~ 


C22 — 


C 2 


1 - 


C1C2 

~cT~ 


C\ 2 — C21 — — : 


CiC 2 

c d 


1 - 


C1C2 

~cT 


(4.14) 


On voit clairement sur cet exemple (1) que les capacites en presence des autres conducteurs Cn ne 
sont pas identifiables aux capacites propres Ci des conducteurs isoles dans l’espace et (2) les coefficients 
d’influence C %3 sont bien negatifs. 


4.3 Le condensateur 

4.3.1 Condensation de l’electricite 

Definition : On appelle condensateur tout systeme de deux conducteurs en influence electrosta- 
tique. II y a deux sortes de condensateurs : 

- a armatures rapprochees (a influence quasi totale) 

- a influence totale 




En general, les deux armatures sont separees par un materiau isolant (un dielectrique), ce qui a 
pour effet d’accroitre la capacite du condensateur. Dans ce qui suit on suppose qu’il n’y a que du vide. 
Soient done deux conducteurs {A\) et (A2) portant une charge totale Q\ et Q2 et de potentiels V\ et 
V2. D’apres la section precedente, on a Q\ = C\ \ Vi + C 12 V 2 et Q2 = C '2 1 V] + C 22 V 2 , c.-a.-d. : 


Qi 


' C u 

C\ 2 " 

’ Ri " 

Q2 


C21 

C22 

c 2 


(4.15) 


Les coefficients C\j etant independants des valeurs de Q et de V, il suffit, pour les trouver, de considerer 
des cas particuliers simples (formellement on a ici 2 equations a 4 inconnues). 

Regardons ce qui se passe dans le cas d’un condensateur a influence totale, e’est-a-dire un conden- 
sateur pour lequel on a : 

Q 2 = + Qffi = Qfffi - Qi . (4.16) 
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Si on relie (A 2 ) a la masse (V 2 = 0, Q| xt = 0 car on neglige toute influence exterieure), alors on obtient 


Q2 — —Q 1 

C 21 = -C n . 


(4.17) 


La premiere relation n’est vraie que si {A 2 ) est a la masse, mais la seconde est generate. Par ailleurs, 
on sait par l’analyse dans la section precedent que C 12 = CVi ■ Par convention, la capacite C du 
condensateur, sa charge Q et sa tension entre armatures sont alors definies de la fagon suivante, 


C = C 11 

Q = Q\ 

U = V 1 -V 2 . (4.18) 


Mettant ces relations dans l’eq. (4.15 ) on voit que la premiere ligne nous donne la relation des conden- 
sateurs 

Q = CU . (4.19) 


Remarques : 

1. Pourquoi appelle-t-on ces dispositifs des condensateurs ? Parce qu’ils permettent de rnettre en 
evidence le phenomene de « condensation de l’electricite » , a savoir l’accumulation de charges 
electriques dans une petite zone de l’espace. Ainsi, en construisant des condensateurs de capacite 
C elevee, on obtient des charges electriques Q elevees avec des tensions U faibles. 

2. La charge situee sur l’armature (A2) est Q2 = Q| xt ~Q (pour un condensateur a influence totale) 
et, en toute rigueur, ne vaut — Q que lorsque (A 2 ) est mise a la masse. En general, elle reste 
cependant negligeable devant Q dans les cas consideres dans ce cours et on n’en tiendra done pas 
compte. 

Pour un condensateur a armatures rapprochees, on obtient le meme resultat, moyennant une se- 
paration faible (devant leur taille) des conducteurs. Dans ce type de condensateur, les charges Q\ et 
Q 2 correspondent a celles qui se trouvent reparties sur L ensemble de la surface de chaque conducteur. 
Mais si la distance est faible, l’influence electrostatique va condenser les charges sur les surfaces en 
regard, de telle sorte que l’on peut faire l’hypothese suivante : 


Qi = Qt xt + q!^q! 

Q 2 = +Ql = Ql* - Qf ~ QS _ Ql 5 (4.20) 


ce qui nous ramene a une expression identique a celle d’un condensateur a influence totale. 


4 . 3.2 Capacites de quelques condensateurs simples 

Dans ce qui suit, nous allons voir plusieurs exemples de calculs de capacites. Pour obtenir la capacite 
C d’un condensateur, il faut calculer la relation entre sa charge Q et sa tension U, e’est-a-dire : 

U = V!-V 2 = -dl = ® . (4.21) 

Autrement dit, il faut etre capable de calculer la circulation du champ electrostatique entre les deux 
armatures ainsi que la charge Q. 

(a) Condensateur spherique : Soit un condensateur constitue de deux armatures spheriques de 
meme centre O, de rayons respectifs R\ et R2 , separees par un vide. {R2 > Ri). D’apres le 
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theoreme de Gauss, le champ electrostatique en un point M situe a un rayon r entre les deux 
armatures vaut : 

^ ( r ) = 7 9^ ) 

47reo?’ 2 

en coordonnees spheriques, ce qui donne une tension 


U = V i-V 2 



Q f 1 

47T60 V^l 



et fournit done une capacite totale : 


C 


Q 

u 


4vre 0 


R\R 2 
R 2 — Rl 


Q R 2 — Rl 
47re 0 R-iR-2 


(4.22) 



(b) Condensateur cylindrique : Soit un condensateur constitue de deux armatures cylindriques 
coaxiales de rayons a et b separees par un vide (6 > a) et de longueurs l quasi-infinie ( l b). Soit 


A +1 A 

H /V 

a 


\l 


) z 
i 

Vi > 

' b \ 


A = Q/l la charge par unite de longueur du cylindre interieur. D’apres le theoreme de Gauss, le 
champ electrostatique entre les deux armatures s’ecrit : 




2vr e 0 p 


en coordonnees cylindriques, ce qui donne une difference de tension : 


U = Vi-V 2 = [ l$-dt = 


A 

2vre 0 


rb dp 
i P 


Q 


(In b — In a) , 


et une capacite par unite de longueur 

r „ _ Q __ ^0 

' IU In - ' 

a 


(4.23) 


(c) Condensateur plan Soient deux armatures {A\) et (^ 2 ) planes paralleles, orthogonales a un 
meme axe Oz de vecteur unitaire z, de surface S et situees a une distance d = z 2 — z\ l’une 
de l’autre. On utilise l’approximation de planes infinies, c.-a-d. S > d. L’armature (A\) porte 
une densite surfacique de charges a et (^ 2 ), en vertu du theoreme des elements correspondants, 
porte une densite —a. Entre les deux armatures, le champ electrostatique est la superposition 
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des champs crees par ces deux plans infinis, c’est-a-dire 


t = % + ^2 = — £ + — {-Z) = -Z . 

- 2e 0 2e 0 1 ' e 0 

La difference de potentiel entre les deux armatures est alors 


U = V i -V 2 = 


l-t = - 

eo 


dz = —d , 
eo 


d’ou une capacite 


Q aS Se o 
U = ~U ^ ~dT 


(4.24) 


Dans la pratique, cette relation s’applique a tous les condensateurs dans le vide (de fagon ap- 
proximative) a condition que les dimensions de la surface S sont tres grandes devant la distance 
de separation d des armatures. 


4.3.3 Associations de condensateurs 


a) 


0i 

c. 

-e. 

Qi 

c 2 _ 

-02 

Qn 

• • • C N 

-Qn 

rfu 




Condensateurs en parallelle 


b) 



a) Condensateurs en parallele Soient N condensateurs de capacites Q mis en parallele avec la 
rneme tension U = Vf — V 2 . La charge electrique de chacun d’entre eux est donnee par Qi = CiU. 
La charge electrique totale est simplement : 

N / N \ 

q = Y.Qi = 

ce qui correspond a une capacite equivalente : 

N 

C eq = Y^Ci, (4.25) 

i 

qui est la somme des capacites individuelles. 
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b ) Condensateurs en serie Soient N condensateurs de capacities Ci mis en serie les uns derriere 
les autres. On porte aux potentiels Vo et Vn les deux extremites de la chaine et on apporte la 
charge Q sur le premier condensateur. En supposant que tous les condensateurs sont initialement 
neutres, il s’etablit la charge ±Q (par influence) sur les armatures des condensateurs adjacents. 
La tension totale aux bornes de la chaine de condensateurs s’ecrit alors simplement 


4.4 Complement : Relations de continuity du champ electrique 

Dans ce chapitre, nous avons vu qu’il y a une discontinuity du champ electrqiue en presence de 
charges surfaciques d’un conducteur (theoreme de Coulomb). Ici, on fait appel aux lois fonda- 
mentales afin d’exprimer les contraintes generates sur le champ a la traversee de n’importe quelle 
nappe de charge surfacique. 

Soit une distribution surfacique de charge a sur une surface E separant l’espace en deux re- 
gions 1 et 2. Pour la composante tangentielle du champ, nous remarquons que puisque le champ 
electrostatique s’exprime comrne un gradient du potentiel, on a : 


sur n’importe quel contour C. 

Considerons maintenant le contour ABCD traverssant la surface de charge : La circulation du 


U = Vo - V N = (Vo - Vi) + (Vi - V 2 ) + ... + (V N ^ - V N ) 



et correspond a celle d’une capacite unique C de capacite equivalente 



(4.26) 




Region 1 


champ sur ce contour s’ecrit alors : 



Laissant les cotes DA et BC tendre vers zero, on obtient 


i — E 2 ] ■~dl = 0 


MN 


Puisque MN est quelconque (sur la surface), on doit avoir : 
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ce qui veut dire que la composante tangentielle du champ a une surface doit etre continue meme 
en presence de charges surfaciques. 

Une fagon courante d’exprimer cette propriete de continuite est de remarquer qu’on peut ecrire 


(l^i — 1 — (^1 — ) • { n i2 At) dl 

= [(f i - 1 


2 A n 12 


• rdl , 


c’est-a-dire (puisque la direction de r est arbitraire) 


n i2 A 


{^2 ~ -^ 1 ^ — 0 


(4.27) 


sur n’importe quelle surface. 

Considerons maintenant une surface fermee hctive en forme de cylindre ferme contenant une 
nappe de charge surfacique separant les deux regions : 



On applique le theoreme de Gauss a cette surface qui s’ecrit : 

Qint 


i + JJ^-d$2 + JJ^-d$ L = 


eo eo 


Si 


s 2 


Sl 


adS 


ou Sl est la surface laterale. Lorsqu’on fait tendre cette surface vers zero (Si tend vers S2), on 
obtient 


//*’■* 


s 2 


2 + JJ^i ■ d$i = ^ / / adS =» 

Si s 


E 2 — El ) ■ nudS = Y I I vdS , 

s 


puisque do 2 = —dlS 1 = dSfii2 dans cette limite. Ce resultat etant valable quelque soit la surface 
S choisie, on vient done de demontrer que : 


n i2 • 


(^2 ~ 


a 


1 = 


eo 


(4.28) 


En resume avec une densite surfacique de charge a sur une surface £ separant deux milieux 1 et 
2 : 

- la composante tangentielle (a la surface) du champ electrique est continue. 

- la composante normale du champ electrique est discontinue en presence d’une charge surfacique 
a , et cette discontinuity s’ecrit comme i?2,± — L = f~ sur toute la surface. 
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Dipole electrique - Energie electrostatique 


Nous avons etudie jusqu’ici les lois de l’electrostatique valables dans le vide et dans les metaux 
parfaitement conducteurs. Nous nous proposons maintenant de eommencer d’etendre ces lois a des 
materiaux autres que les metaux, les dielectriques. 

En contraste avec les conducteurs qui ont une grande quantity de charges libres se deplagant a 
l’interieur du materiau, la grande majorite des charges dans les dielectriques peuvent difficilement se 
deplacer et sont lies aux atomes ou molecules du materiel. Ce qu’il faut comprendre est que meme si 
des systemes comme des atomes ou molecules sont globalement neutres, ca ne veut pas dire qu’ils ont 
un comportement electrique nul et qu’il faut en tenir en compte dans la description des materiaux. 
Le modele qui va nous permettre a comprendre le comportement des constituants des dielectriques est 
celui du dipole electrique. 


5.1 Le dipole electrostatique 

5.1.1 Potentiel electrostatique cree par deux charges electriques 


Dipole « ideal » 


Dipole moleculaires 


A 


W- 


-q 


B 


d 


P* 


-M 

+q 


A 

■> 


z 


■» 




II existe dans la nature des systemes electriquement neutres mais dont le centre de gravite des 
charges negatives n’est pas confondu avec celui des charges positives. Un tel systeme peut souvent 
etre decrit (on dit modelise) en premiere approximation par deux charges electriques ponctuelles, +q 
et —q situees a une distance d = 2a l’une de l’autre. On appelle un tel systeme de charges un dipole 
electrostatique. 

Definition : Quand deux charges egales et opposees sont separees par une distance bX , (vecteur 
de position relative de la charge positive par rapport a la charge negative) on definit le moment dipolaire 
electrique, tel que : 


= qE}A = q bX 


t B a = qdr BA = pr B A 


(5.1) 
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- Dans la nature, certains molecules sont caracterises par un moment dipolaire permanent, tels 
que 1’eau, le chlorue d’hydrogene, et monoxyde de carbone ; alors que d’autres, comme le dioxyde 
de carbone sont depourvus de moment dipolaire permanent, (voir la figure 5.1.1) 

- Les unites SI ne sont pas commodes pour exprimer le moment dipolaire des molecules. Par 
consequant, une unite du systeme CGS est toujours assez utilise pour mesurer le moment dipolaire 
des molecules. II s’agit du debye (symbole D), avec 1 D = 3,33564x 10~ 30 C.m. Le moment 
dipolaire de l’eau par exemple est 1,8546 ± 0,0040 D. 

Connaitre l’effet (la force) electrostatique que ces deux charges creent autour d’eux necessite le 
calcul du champ electrostatique. Nous aurions pu appliquer le principe de superposition aux champs 
electriques et calculer ainsi la somme vectorielle des champs electriques cree par chacune des charges 
(±< 7 ). II s’ avere plus simple de calculer le potentiel cree produit par le dipole et calculer le champ 
electrique en appliquant la formule E = — graclD. C’est ce que nous allons faire avec 1’aide de la figure 
15.1.11 ci-dessous. 


M 



21 ? 


Figure 5.1 - Reperage du point M par rapport aux charges du dipole. 


Le systeme est invariant par rapport a des rotations autour de l’axe de symetrie, z, done le potentiel 


ne depend pas de la coordonnee 0. D’apres la figure 5.1.1 et le chapitre precedent, le potentiel, V(M), 


cree en un point M repere par ses coordonnees spheriques ( r,9,(f> ) est simplement : 


V (M) = R +g (M) + (M) 

Q ( 1 1 \ Q 


47T£o \ r + r - 


47re 0 


r_ — r + 
r_|_r_ 


ou Ton a choisi arbitrairement V = 0 a 1’infini et r± = | r-t| avec r± = ~? az. Lorsqu’on ne 
s’interesse qu’a l’action electrostatique a grande distance, e’est-a-dire a des distances r > a, on peut 
faire un developpement limite de V{M). Au premier ordre en a/r. on obtient : 

r± = (J? ± ■ ^±) 1//2 — f ^1 T • z'j — r ^1 =F — cos 9^ 

e’est-a-dire r_ — r + « 2acos9 et r_r + = r 2 + 0((a/r) 2 ). Le potentiel cree a grande distance par un 
dipole electrostatique vaut done 



(5.2) 


Cette expression pour le potentiel cree par un dipole est facile a retenir. 
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5.1.2 Champ electrique a grande distance d’un dipole : r d 

Pour calculer le champ electrostatique, il nous suffit maintenant d’utiliser E = — grade 
donnees spheriques. On obtient ainsi : 




/ rp _ _&V _ 2 p cos 9 
r dr 47renr 3 

rp _ _\8V_ _ psing 
® r 89 4neor 3 

= 0 


en coor- 


(5.3) 


\ Etj, — 


1 8V 
rsinO d(j) 


En coordonnees spheriques, le champ electrique s’exprime done (voir l’eq. ( 1.24 ) 

1 


t(r) 


P 


47T60 r 3 


ou il ne faut pas oublier que 0 est Tangle entre et 7. 

Dans l’eq. ( 5.4 ) , on est parfois gene par la dependance explicite en 6 par rapport a l’axe du dipole. 
On peut mettre ce resultat sous une forme plus facile a retenir en remarquant que nous avons derive le 
champ electrique en prenant p = 2 az et T expression du vecteur unitaire S' en coordonnees spheriques 
s’ecrit done : 

z = cos Or — sin 66 

ce qui permet d’ecrire le champ electrique sous la forme compacte : 


2 cos Or + sin 0 6 


(5.4) 




(5.5) 


Bien entendu, rien ne nous empeche d’exprimer le resultat en coordonnees cartesiennes, mais le resultat 
n’est pas facile a retenir ; 


E z = 


p 2 z 2 — x 2 — y 2 


47T60 


Err. = 


p 3 zx 
47T60 r 5 


_ p 3zy 
v 47reo r 5 


Par construction, le dipole possede une symetrie de revolution autour de l’axe qui le porte (ici Taxe 
Oz ) : le potentiel ainsi que le champ electrostatique possedent done egalement cette symetrie. Cela va 
nous aider a visualiser les lignes de champ ainsi que les equipotentiels. Par exemple, le plan mediateur 
defini par 6 = 7r/2 ( z = 0) est une surface equipotentielle V = 0. Les equipotentiels sont des surfaces 
(dans Tespace 3D ; dans le plan ce sont des courbes) definies par V = Constante = Vq , e’est-a-dire : 


r{0) = 


pcosO 

47re 0 Vo 


(5.6) 


L’equation des lignes de champ est obtenue a partir de T equation li! A dl = et on tenant compte 
du fait que la composant E^ du champ dipolaire est nulle, on trouve : 


( E r \ 


^ dr \ 

Eg 

A 

rdO [ 

\ o ) 


^ r sin 0d(f> J 


-4 


E r rd0 = Egdr 


dr 


= 0 =$■ d0 = 0 et 
2 cos OdO 


E r 

= —d0 = 
r Eg 


sin# 


L’equation des lignes de champs, "it, est ensuite obtenue par integration : 

d (s’ 0) j n r _ j n g - n 2 q _|_ q s i n 2 Q 


dr 

v = 2 


sin t 


(5.7) 


(5.8) 
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ou K est une constante d ’integration dont la valeur (arbitraire) definie la ligne de champ. 

II ne faut pas oublier que les equations des surfaces equipotentielles, eq. ( 5.6 ) et les linges du champ, 
ont ete derivees dans l’approximation (5.8). Si on veut connaitre les lignes du champ pres de la distri- 
bution de charge, il faut se renseigner sur les details precis sur la distribution des charges du dipole. 
Les equipotentiels et les lignes du champ du dipole rnodele sont illustre dans la figure 542 On peut 
constater dans cette figure que, loin du dipole, les equipotentiels et les lignes du champ correspond aux 
fonctions, de r(0), decrites respectivement dans les l’eqs. ( 5.6 ) et (5.8). 



5.1.3 Developpements multipolaires 

Lorsqu’on a affaire a une distribution de charges electriques et qu’on ne s’interesse qu’au champ 
cree a une grande distance devant les dimensions de cette distribution, on peut egalement utiliser une 
methode de calcul approchee du potentiel. Le degre de validite de ce calcul depend directement de 
l’ordre du developpement limite utilise : plus on va a un ordre eleve et meilleure sera notre approxima- 
tion. Par exemple, l’expression du dipole ci-dessus n’est valable que pour r a, rnais lorsque r tend 
vers a, il faut prendre en cornpte les ordres superieurs, les termes dits multipolaires. 

Prenons le cas d’une distribution de N charges ponctuelles qt situees en rf = oP t . Le potentiel 
cree en un point M repere par le vecteur position "r^ = OaI (coordonnees spheriques) est 


N 




Qi 


47ren W^7\ 

i=l l 


(5.9) 


En supposant r r*, on peut montrer que ce potentiel admet le developpement suivant 




47reo 


N 

E 

1=1 


Qi 


qir t cos 9 » 

I o “T 


Qirf 


(3 cos 2 Oi — 1) + ... 


ou Oi est Tangle entre ~r et 7^* . Faire un developpement multipolaire d’une distribution quelconque de 
charges consiste a arreter le developpement limite a un ordre donne, dependant du degre de precision 
souhaite. Dans le developpement ci-dessus, le premier terme (ordre zero ou monopolaire) correspond 
a assimiler la distribution a une charge totale placee en O. Cela peut etre sufhsant vu de tres loin, si 
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cette charge totale est non nulle. Dans le cas contraire (ou si Ton souhaite plus de precision) on obtient 
le deuxieme terme qui peut se mettre sous la forme 

jt ■ r 
hreor 2 


ou le vecteur 

N 

= ^2 qM 

i= 1 


(5.10) 


est le moment dipolaire du systeme de charges. Si la charge est decrite par une distribution volumique 
de charge, le moment dipolaire s’ecrit respectivement : 


f = [[[ p(P) O^dV f 


a 


(P) ofidS 


(5.11) 


En la definition du moment dipolaire ci-dessus, on aurait pu s’inquieter du fait qu’il semble que 
le moment dipolaire depend du choix de l’origine, O. En realite, le moment dipolaire ne depend pas 
du choix d’origine a condition que la charge totale soit nulle. Comme demonstration, imaginons qu’on 
calcule le moment dipolaire autour d’une autre origine O'. Le moment dipolaire dans ce nouveau 
systeme est : 




p = I I I p(P) O'PdV 

' p(P) (o'o + o^) 


= o'o 


p (P) dV + 


dV 

p (P) OpdV 


= O'OQt + f 


Done p' = p a condition que la charge totale du systeme, Qt, soit nulle. 


5.2 Dielectriques 

L’experience demontre que le modele du dipole electrique est souvent suffisant pour decrire le 
comportement des constituants fondamentaux des objets dielectriques. II faut se rappeler une fois 
encore que les milieux materiels ou liquides macroscopiques sont composes d’un nombre gigantesque 
d’atomes et/ou molecules. 

Certains constituants comme les molecules d’eau ont un moment dipolaire rnais en absence de 
champs electriques, ces dipoles sont orientes aleatoirement ahn que le moment dipolaire global de 
l’eau soit quasi nul. D’autres constituants (comme le CO 2 ) n’ont pas de moment dipolaire propre mais 
peuvent acquerir un moment dipolaire sous l’effet d’un champ electrique i^. Dans ces deux cas, on parle 
de moment dipolaires induits (en presence de champ electriques). Quelques rares materiaux comme 
les ferroelectriques, ont des moments dipolaires qui ont tendance a s’aligner les uns avec les autres. On 
parle dans ces cas de moments dipolaires permanents qui peuvent persister meme en absence de 
champ electriques. On appel tout ces types de materiaux des dielectriques et plus precisement : 

Un milieu dielectrique est, par definition, une substance possedant l’une des proprietes sui- 
vantes 

- tout volume dV de la substance possede un moment electrique dipolaire dp, on dit dans ce cas 
que la polarisation est permanente ; 
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- tout volume dV de la substance est susceptible d’acquerir sous Taction d’un champ electrique 
exterieur un moment dipolaire electrique dp : la polarisation est dite induite par le 
champ . 

Puisque une petite quantity macroscopique d’un dielectrique contient un grand nombre d’atomes 
et/ou molecules, on decrite generalement les dielectriques par un vecteur polarisation, qui peut 
etre interprets comme une densite volumique du moment dipolaire telle que dp = PdV 
est analogue avec ce que nous avons fait pour la charge dq = pdV). 


ceci 


5.2.1 Champ cree par un dielectrique 

Pour simplicity, prenons le cas (assez courant) ou la charge totale dielectrique soit negligeable. II 
y a plusieurs fagons ( equivalent es) de proceder a calculer le champ produit par un dielectrique, rnais 
ils prennent des points de vu physique differents sur le probleme. La methode que Ton choisira sera 
determinee par la nature de la question posee. 

(1) Methode directe : Imaginons pour 1’instant, qu’on connait le vecteur polarisation, i^. On 
peut calculer la contribution au potentiel du dielectrique en mettant dp = l^dV dans T equation 


(5.2) et integrant (comme nous avons calcule le champ electrique a partir de la loi de Coulomb). 
Le potentiel cree par le dielectrique est done : 


V (M) = 


1 


47TC0 


~P(Q)-u 


dV 


(5.12) 


ou r = QM est la distance entre le point d’integration, Q, et M ainsi que dV est maintenant 
un volume d’integration autour du point Q (u = )• Bien-entendu, avec V (M) en main on 

obtient le champ electric|ue produit par le dielectrique avec E = — gracll'. 

Remarque : Dans ce chapitre, nous remplagons le point d’integration P utilise dans les chapitres 
precedents par Q, afin d’eviter confusion avec le vecteur polarisation, 

(2) Methode charges de polarisation 

Avec une integration par parties tri-dimensionnel utilisant la relation : 

- LM = grad — | — div , 


div 


(5.13) 


et la relation de Green-Ostrogradsky, nous pouvons demontrer que 1’expression de Teq. ( 5.12 ) est equi- 


valente a une expression en termes d’integrales de la surface, S, et du volume V du dielectrique 


V (M) = 


4vre 0 


■f ~^{Q)-ndS 

1 [ff 

Is r 

4vre 0 J J J v 


divg P(Q) 


dV . 


(5.14) 


Le sens physique de cette formule devient plus claire si on definit une densite de charge de polari- 
sation surfacique, u po i, ainsi ciu’une densite volumique de charges de polarisation, p po j, telles 
que : 

' _ ^ ' (5.15) 


O'Pol (Q) = ^(Q) ■ n Ppoi(Q) = -divg^(Q) 


Avec ces definitions, la formule de l’eq.( |5.14| ) du potentiel s’ecrit en termes de «charges de polarisation» : 

1 fr ^ dS+ 1 fff p v° l . 


V (M) = 


47T60 


47re 0 


-dV 


(5.16) 


Avec la formule de l’eq.( 5.16 ), on peut calculer le potentiel V(M) et determiner le champ elec- 
tromagnetique avec = — gradD, comme avec la methode directe, mais on peut egalement amener 
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le gradient sous 1 'integrate afin d’obtenir ~Iil une formule directe pour analogue a la formule de 
Coulomb : 


E (Af) 


4vre 0 


^ udS+ 1 


4vre 0 


Ppol 


udV 


(5.17) 


avec r = QM . et u = QM/QM comme d’habitude. 


Remarque : L’expression (5.17) est un exemple du theoreme de compensation qui dit que l’effet 


electro in agn e t i qi i e de tout objet materiel peut etre reproduit par des charges et courants agissant dans 
le vide. Enfin compte, nous avons deja rencontre un autre exemple de ce theoreme avec les conducteurs 
parfait quand leurs effets etait traites comme des charges surfaciques. 


5.2.2 Le vecteur polarisation 


Afin qu’on puisse appliquer les formules derives dans 5.2.1 il nous faut connaitre le vecteur polari- 
sation P partout. Pour un vaste nombre de milieux dans des conditions ordinaires, est simplement 
proportionnel au champ electrique E present a cet endroit (Appeles milieux lineaires). La constante 
de proportionality entre P et eo^, est denote Xe et on l’appel la susceptibility electrique du 
materiel 

^ = Xe^ 


(5.18) 


ou eo est mis dans la definition afin que Xe puisse etre un nombre sans dimension. Bien qu’en principe, 
on doive pouvoir calculer Xe theoriquement, ceci necessiterait un calcul en mecanique quantique de 
grande envergure et en pratique onprend des valeurs de Xe mesure dans le laboratoire. 

Si on met 1’ exp ressio n de l’eq.( 5.18) dans les equations pour calculer le champ V ou 111 de la section 
precedente (les ecp(5.14) ou (5.17)) on s’en apergoit qu’afin de calculer le champ ^aun point donne 
M, il faut deja connaitre le champ 111 dans tout le materiel. Une telle situation, ou la connaissance 
d’une quantite (ici le champ li!) est requise afin de le calculer ce meme quantite est souvent rencontre 
en physique et denomme calcul auto-consistent. Nous verrons plus loin comment la linearite de 
par rapport a li! nous permettra de contourner ce probleme d’auto-consistance. Pour l’instant, voyons 
comment le probleme d’auto-consistance ce manifeste dans le probleme simple d’un condensateur avec 
milieu dielectrique entre ces armatures. 


5.2.3 Condensateur avec dielectrique 



FIGURE 5.3 — Condensateur avec un dielectrique entre les armatures. 


On considere un condensateur plan avec un dielectrique de susceptibility Xe remplissant le volume 


V = Sd entre les deux armatures (de surface S) d’un condensateur (voir la figure 5.3 ci-dessous). La 
charge sur l’armature A\ est Q [a = Q/S). On denote par i^o le champ qui serait present entre les 
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armatures si le dielectrique n’etait pas present, Z^o = Q/(eoS)z. Afin de resoudre le probleme auto- 
consistant, on fait l’hypothese que le vecteur Z^ entre les armatures soit constant et dirige selon la 
direction z et voir si on trouve une solution. 

Avec l’hypothese de Z^ constant entre les armatures on voit qu’il n y a pas de charges volumiques 
dans le materiel p po \ = — divgi^(Q) = 0, il suffit de calculer le champ cree par les charges de 
polarisation surfaciques, <r po i. On se rappel que <r po i = P • n ou n est le vecteur normale a la surface 
du dielectrique et dirige vers l’exterieur. II y a done une charge surfacique de <r po i = P sur la face 
superieure du dielectrique ainsi qu’une charge <r po i = — P sur la face inferieur (voir la figure 5.3). 
Le dielectrique doit done avoir le merne comportement qu’un condensateur dont le champ electrique 
a l’interieur est en opposition au champ electrique imposee Z^o- Done le champ de polarisation est 
^ pol = — o'poi/eoS' = — Z^/eo = — XeE a l’interieur du dielectriciue et nul ailleurs. Le champ electrique, 
i^, reellement present entre les armatures est alors la superposition de Z^o et de i^ po i 


L' — ^0 + ^poi — Z^n — 


o - Xe j 


t = 


(! + Xe) ' 


Done, on voit que l’effet de placer un dielectriciue entre les armatures est de diminuer le champ electrique 
par un facteur 1 + \e qu’on appel la constante dielectrique relatif du materiel 


£r ~ (1 + Xe) 


(5.19) 


Remarque : On constate que e r est un nombre sans dimension. On l’appel constante dielectriciue 
relatif afin d’eviter confusion avec le fait que certains prefere parler de constant dielectrique (ou 
permittivite) du materiel, la quantite = s r e o qui a evidemment les mernes dimensions que la 
permittivite du vide eo- 

Le fait d’avoir diminue entre les armatures diminue egalement leur difference de potentiel. 


U = V i -V 2 



d d Q 

—Eo — n 

S j' S f 


Q 

c 


Done on peut en conclure que la capacite d’un condensateur avec un dielectriciue entre les armatures 
est augmentee par le facteur e r 


_ eo e r<5 
“ d 


(5.20) 


5.2.4 Deplacement electrique 

C’est souvent assez penible de formuler un probleme d’electrostatique en termes charges de polari- 
sation. Apres tout, ces « charges »n’existent c|ue grace a un champ electric|ue applic|ue au systeme. et 
disparaissent aussitot qu’on enleve le champ applic|ue. II est difficile de mesure les charges polarisation 
et on ne peut pas les manipuler directement lors d’une experience. On peut se demander done, pourc|uoi 
en parler de tout. Y-a-t-il un moyen de formuler l’electrostatique de fagon de prendre ces charges de 
polarisation en cornpte automatiquement afin d’oublier ou presque leur existence ? La reponse et oui, 
et c’est la raison pour laquelle les physiciens choisissent souvent d’utiliser un champ « auxiliaire »l3 
qui integre le vecteur polarisation dans sa definition des le depart, le deplacement dielectrique 
definit tel que : 


^fZ) = eo^) + Z^) 


(5.21) 
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L’equation differentielle de est : 

div B = e 0 div li! + div P = p - p po \ = pu bre 


(5.22) 


ou piibre correspond aux charges reellement manipulees dans une experience. Avec ce champ, on ne 
parle pas des charges de polarisations mais settlement des charges libres comme celles qu’on place sta- 
les armatures d’un condensateur. 

Si les symetries du probleme sont sufhsant, on peut resoudre en faisant appel a la forme integrate 


de l’eq. (5.22 ) : 



(5.23) 


ce qui est un analogue du theoreme de Gauss. Cette expression nous dicte egalement les unites du 
champ comme C.m~ 2 . 

II ne faut pas oublier, que c’est toujours le champ ~lt qui est relie aux quant ites mesurables (dif- 
ferences de potentiel) et que le champ « auxiliaire », serf surtout comme un rnoyen de trouver 
Le lien entre les d eux quantites est direc te pou r des mater iels lineaires ( dont le vecteur polarisation 
satisfait l’eq. ( 5.18) ). Mettant la relation (5.18) dans (5.21), on obtient une relation lineaire entre et 
E (appelee relation constitutive) : 


D — e o (1 + Xe) E — eo e r E = eE 


(5.24) 


ou e est la permittivite du dielectrique et e r = e/eo = (1 + Xe) est la constante dielectrique (relative) 
du dielectrique. 

En resume, en presence de dielectriques, les lois de l’electrostatique peuvent etre formulees a partir 
de deux formules : 

I /4Gr n . 

(5.25) 



associees avec la relation constitutive : 


t = 


€Q£r -i 


(5.26) 


Utilisant les memes techniques que dans le complement du chapitre|4j les conditions limites associes 

ni2 • ( D 2 — Di) = (Tiibre 


avec les formules de l’eq. ( 5.25 ) sont : 

ni2 A ( E 2 — Ei) = 0 


(5.27) 


On verra plus tard que ces conditions limites sont toujours valables meme dans le regime de champs 
variables dans le temps. Dans des applications plus avancees, on exploite souvent ces conditions limites 
dans la recherche de solutions. 

5.2.5 Condensateur et deplacement electrique 


5.2.3 


Afin d’apprecier l’utilite du champ auxilliaire D, reprenons le condensateur plane traite en 
La charge Q sur les 1’armature A\ est simplement la charge « libre »et la densite surfacique libre est 
simplement a = Q/S. Grace a la symetrie du p roblem e, l3 est dans la direction de separation des 


armatures et on obtient = <rz en utilisant l’eq. (5.23 ) et les memes techniques de surfaces de Gauss 


que celles employees pour le condensateur du vide (voir chapitre [4j . On en deduit que le champ entre 
les armatures est : 


1 = 


a 


Co £ r C0 £ r 


(5.28) 
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ce qui amene a U = et C = 
mais avec nettement moins d’effort. 


exactement comme nous avons trouve dans la section 


5.2.3 


5.3 Energie potentielle electrostatique 

5.3.1 Energie electrostatique d’une charge ponctuelle 

Comment mesure-t-on l’energie potentielle gravitationnelle d’un corps de masse m? On le deplace 
d’une position initiale jusqu’a une position finale (on exerce done une force) puis on le lache sans 
vitesse initiale. S’il acquiert une vitesse, e’est qu’il developpe de l’energie cinetique. Or, en vertu du 
principe de conservation de l’energie, cette energie ne peut provenir que d’un autre reservoir energetique, 
appele energie potentielle. Comment s’est constitute cette energie potentielle gravitationnelle? Grace 
au deplacement du corps par l’operateur. Ainsi, le travail effectue par celui-ci est une rnesure directe 
de 1 ’ energie potentielle. On va suivre le meme raisonnement pour l’energie electrostatique. 


Definition 2 V energie potentielle electrostatique d’une particule chargee placee dans un champ elec- 
trostatique, £ e , est egale au travail qu’il faut fournir pour amener de fagon quasi- statique cette particule 
de I’infini a sa position actuelle. 

Prenons une particule de charge q placee dans un champ E. Pour la deplacer de l’inhni vers un 
point M, un operateur doit fournir une force qui s’oppose a la force de Coulomb. Si ce deplacement 
est fait suffisamment lentement, la particule n’acquiert aucune energie cinetique. Cela n’est possible 
que si, a tout instant, ^ext = = —qlt. Le travail fourni par l’operateur sera done 

rM 

E f . (AT) = dW = 

J oo 

Puisqu’on peut toujours dehnir le potentiel nul a l’infini, on obtient l’expression suivante pour l’energie 
electrostatique d’une charge ponctuelle situee en M 


r -M 


r M 


ext 


• dr = — 


qE -dr = q[V (M) — V (oo)] 


£ e (M) = qV(M) 


On voit done que le potentiel electrostatique est une rnesure (a un facteur q pres) de 1 ’energie elec- 
trostatique : e’est du au fait que V est lie a la circulation du champ. Autre remarque importante : 
l’energie est independante du chernin suivi. 


5.3.2 Energie electrostatique d’un ensemble de charges ponctuelles 

Dans la section precedente, nous avons considere une charge q placee dans un champ E exterieur et 
nous avons ainsi neglige le champ cree par la charge elle-meme. Mais lorsqu’on a affaire a un ensemble 
de N charges ponctuelles q. t , chacune d’entre elles va creer sur les autres un champ electrostatique 
et ainsi mettre en jeu une energie d’interaction electrostatique. Quelle sera alors l’energie potentielle 
electrostatique de cet ensemble de charges ? 

Soit la charge ponctuelle q\ placee en Pi. On amene alors une charge q2 de l’infini jusqu’en P2, 
e’est-a-dire que l’on fournit un travail W2 = q 2L1 (P 2 ) = q\ V2 (Pi) = W\ identique a celui qu’il aurait 
fallu fournir pour amener q\ de 1 ’infini en Pi en presence de q^ deja situee en P2. Cela signihe que ce 
systeme constitue de 2 charges possede une energie electrostatiquee : 

£e = =Wi = W 2 = l ) {Wi+ W 2 ) 

47reon2 2 

ou 7-12 = P1P2. 
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Remarque : Dans cette approche, nous avons considere q -2 immobile alors que Ton rapprochait 
qi . En pratique evidemment, c’est la distance entre les deux charges qui diminue du fait de Taction 
de Toperateur exterieur a la fois sur q\ et q -2 (avec i^ext-su = — i^ e xt ->2 puisque = -^ 241 )' On 

aurait aussi bien pu calculer le travail total fourni par Toperateur en evaluant le deplacement de q\ et de 
q 2 de Tinfini a la distance intermediate (« M/2 »). Une autre fagon de comprendre cela, c’est de realiser 
que nous avons evalue le travail fourni par Toperateur dans le referentiel lie a <72 (immobile). Celui-ci 
est identique au travail evalue dans un referentiel fixe (ou q\ et <72 se deplacent) car le deplacement des 
charges s’effectue de maniere quasi-statique (aucune energie n’a ete communiquee au centre de masse). 

Si maintenant on amene une 3 eme charge q% de Tinfini jusqu’en P 3 ( <71 et q 2 fixes), il faut fournir 
un travail supplemental 


w 3 = qsV L+2 (P 3 ) = 93 (Pi (P 3 ) + P 2 (P 3 )) 

= f ( 9193 + 9392 
47T60 V r 13 ^23 

correspondant a une energie electrostatique de ce systeme de 3 charges 


£e = 


1 


9192 9193 9392 


47 re 0 V r i2 f 13 


^23 


Ainsi, on voit qu’a chaque couple qiqj est associee une energie potentielle d’interaction. Pour un systeme 
de N charges on aura alors : 

(5.29) 

Cette formule est assez pratique d’utilisation pour des systemes composes de quelques charges ponc- 
tuelles. 



II existe neanmoins, une forme equivalente a Teq.(5.29 ) qui s’avere parfois plus pratique en presence 


de symetries, et qui est surtout indispensable quand on veut generalise!’ T energie electrostatique a des 
distributions de charge. La derivation de cette forme alternative est la suivante : 


£, = 


N N N 

1 y~^ QiQj _ 1 y~^ y^ QiQj _ 1 y^ Qi y^ Qj_ 

47reo ^ ra 47reo ^ ^ 2 ^ 47reo ^ 

u couples i= 1 j>i ^ i= 1 j^i ^ 


1 


N 




2=1 


ou le facteur 1/2 apparait parce que chaque couple est compte deux fois. On remarque qu’ici V t est 
le potentiel cree en P* par toutes les autres charges du systeme (le potentiel du a la charge qi etant 
exclu). 

L’energie electrostatique d’un ensemble de N charges ponctuelles peut done s’ecrire de fagon alter- 
native (mais equvalente a celle de ( 5.29|) ) comrne suit : 



(5.30) 


5.3.3 Energie electrostatique d’une distribution continue de charges 


Pour une distribution continue de charges, la generalisation de la formule precedente est imme- 
diate. Soit dq = pdV la charge situee autour d’un point P quelconque de la distribution. L’energie 
electrostatique de cette distribution s’ecrit 


£e = \ff [p(P)V(P)dVp = \fff pVdv 


(5.31) 
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ou nous avons de nouveau supprime la dependance explicite en P dans la deuxieme egalite. 
Remarque : Nous n’avons pas specific une limite a 1' integration puisque p = 0 en dehors de la 
distribution des charges. Done en principe, l’integrale est effectue sur tout 1’espace, mais en pratique 
on n’effectue l’integrale que sur les regions contenant des distributions de charges non-nulles. 


II est important de remarquer qu’en passant a une distribution continu dans l’eq. (5.31 ), le potentiel 
a un point P : 

vip ) ~ — i— [ffeMDJVpL _ _L [ [ 

' 1 iutJJJ PP' 4-<„ ./././ PP' 

est maintenant le potentiel cree par toute la distribution de charge. En effet, pour volume inhni- 
tessimal dV de taille caracteristique d, on a dV oc d 3 alors que le potentiel venant des charges dans 
cette region oc d~ l . De ce fait, la region autour du point P fait une contribution nulle a l’integrale dans 
le passage a la limite infinitesimal. 

De la meme maniere, on obtient un resultat analogue pour une distribution surfacique : 


(5.32) 


ou S est la surface contenant la charge. Par contre, on ne peut pas generalise!’ ces arguments aux his 
inhniment minces en interaction. Pour de tels cas, on est oblige de proceder comme nous avons fait 
pour des charges ponctuelles et exclure le potentiel cree par le hi lui-meme ou d’abandonner le concept 
d’un hi inhniment mince et revenir a une distribution de charges surfacique ou volumique. 



Un effet subtil mais important est que le £ e obtenu par les eqs.(5.31 ) ou (5.32 ) seront non-negatives, 


c.-a-d. £ e > 0. Ceci vient du passage de charges ponctuelles a la distribution continue de charge qui a 
eu un effet subtil mais important. Pour une distribution volumique (ou surfacique) de charge, il n’est 
pas necessaire d’exclure explicitement la charge situee en P puisque dq(P ) tend vers zero avec l’element 
infinitesimal (contribution nulle a l’integrale, absence de divergence). Du coup, les expressions integrates 


de £ e des equations, (5.31) et (5.32) tiennent compte du travail necessaire d’etablir une distribution 


de charge alors que les expressions de (5.29) et (5.30) ne tiennent pas compte de l’energie necessaire 


d’etablir les charges ponctuelles que nous avons pris comme existant ex nihilo (car l’energie d’une 
distribution de charge vraiment « ponctuelle » tendrait vers inhni quand sa taille tend vers zero). 


5.3.4 Energie stockee dans le champ electrique 


Les equations (5.37), (5.31) et (5.32) nous disent qu’une distribution de charges peut emmagasiner 


de 1’ energie electrostatique. Mais ou est-elle stockee? Sous quelle forme? Une reponse possible a cette 
question est de voir l’energie electrostatique comme etant stocke dans le champ electrique lui-meme. 
On peut deriver une telle formulation en se rappelant qu’au niveau fondamentale, toute distribution 
de charge peut etre decrite comme une densite volumique du champ p ("r^) : 

£ e = lj v P(P)V(P)dV P = ^fpVdV (5.33) 

ou nous avons supprime la dependance spatiale sur P ahn de mieux voir le contenu physique de cette 
equation. 


L’equation (5.33) est sans ambig uite dans le vide, mais en presence de dielectriques, e’est la charge 
libre qu’il faut lire dans l’eq. (5.33). En invoquant l’equation divl3 = pubre on peut reecrire cette 
Equation comme : 


£e = ~ 
2 


UdivlW = ^ 


div ( V dV - ^ 


grai 


dUc/V 
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ou nous avons effectue une integration par parties tridimensionnelle en utilisant l’identite 

div "AC) = ■ grad/ + / div ~A 

En invoquant le theoreme d’Ostrogradsky, et = — gradE on obtient 


(5.34) 




VI$-ndS + -[[[l$- ^dV 


ou il faut se rappeler que la surface d’integration S dans cette equation est rejette a l’infini afin 
d’entourer tout l’espace. De ce fait, l’integrale surfacique est nul puisque a des grandes distances, V 
decroit comme 1/r et decroit comrne 1 /?’ 2 , tandis que la surface S augmente seulement comme r 2 . 
Nous avons enfin une expression de 1’energie electrostatique d’une distribution de charges exprimee 
entierement en termes du champ et E : 




D ■ EdV 


(5.35) 


Pour des charges dans le vide, D = eoE et on peut interpreter la quantite ^ E , comme une 
densite volumique d’energie electrique. En presence de dielectriques par contre, une partie de 1’energie 
est contenue dans les degres de libertes du dielectrique, et on ne peut pas distinguer la partie de 1’energie 
stockee dans le champ electrique de celle qui est stockee dans le materiel sans savoir les details sur les 
proprietes microscopiques du dielectrique. 


5.3.5 Energie electrostatique d’un conducteur en equilibre 



Soit un conducteur isole, de charge Q distribute sur sa surface S. L’energie potentielle electrosta- 
tique de ce conducteur est alors 


£e= l j dqV(P) 



QV 

2 


puisc|u’il est equipotentiel, c’est-a-dire : 


£& = \q v = ^cv 2 


IQ 2 
2 C 


Ceci est 1’energie necessaire pour amener un conducteur de capacite C au potentiel V. Puisque cette 
energie est toujours positive cela signifie que, quel que soit V (et done sa charge Q), cela coute toujours 
de 1’ energie. 
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Soit un ensemble de N conducteurs charges places dans un volume V. A l’equilibre, ils ont une 
charge Qi et un potentiel V) . En dehors du volume occupe par chaque conducteur, il n’y a pas de 
charge done dq = 0. L’energie electrostatique de cette distribution de charges est alors simplement 


£e 



dqV (P) 



[ °dP)dSi 

z i = 1 dSi 


e’est-a-dire : 

1 N 

£e = ^ QiVi ■ 

1=1 


(5.36) 


5.3.6 Quelques exemples 

Exemple 1 : Le condensateur 

Soit un condensateur constitue de deux armatures. L’energie electrostatique de ce systeme de 
deux conducteurs est 

Se = \ (QiVi + Q2V2) = l -Qi (El - V 2 ) = l -QU 


e’est-a-dire 


^=\ qu= \ cl,2=1 S 


(5.37) 


Energie emmagasinee par un condensateur plan - On se rappelle du chapitre[4]qu’un condensateur 
plan est constitue de deux armatures de surfaces, S, en influence quasi-totale et separees d’une distance 
d <C S (remplit eventuellement par un dielectrique). Nous avons vu egalement ciue la capacite de ce 
condensateur est C = Se r e^/d, et done l’energie stockee dans le condensateur est donnee par l’eq.( 5.37 ) . 

sont paralleles entres les armatures et nul ailleurs. En tre le s armatures on 


C Oil QcllbclTj 0111 Obi) v_y — Otj’CQ 

On se rappelle que et ^ 


= a/ (e r e 0 ) et 


= a et on peut ainsi verifier que le resultat de l’eq. ( 5.37 ) est consistant 


avec l’expression de l’eq.(|5.35) pour de 1’energie stockee dans le champ electrique : 


£e = 


\HS ttiv= 



= - —Sd 

2£ r 6o 



2 


IQ 2 = 1 Q 2 

2 Sere 0 ~ 2 C 

d 


Exemple 2 : Le dipole 

Soit un dipole electrostatique place dans un champ electrostatique E ext . On s’interesse au po- 
tentiel d’interaction electrostatique entre ce dipole et le champ et non pas a celle qui existe 
entre la charge +q et — q du dipole lui-meme. On considere done le dipole comrne un systeme 
de deux charges, — q placee en un point B et +q en A, n’interagissant pas entre elles. L’energie 
electrostatique de ce systeme de charges est simplement 

£ e ,ext = qVext (A) - qV ex t (B)=q [ dV = -q [ ^ ext • dr ~ -q^ ex t • WA 

Jb Jb 


'ext 


(5.38) 


ce qui donne 

£e,ext = ~0 ' -^e 

ou ^ = qE>A est le moment dipolaire electrique. 

Remarque : L’energie electrostatique entre la charge +q et —q du dipole lui-meme est £ e ,int = 
= ■ ^int {A) ou i^i n t. (A) est le champ cree par la charge — q en A. Si le champ 


r _ 


AneoBA 
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exterieur E ex t est bien superieur a E i nt (A) cela signifie que le dipole est profondement modifie 
(voire brise) par le champ : l’energie d’interaction est superieure a l’energie interne de liaison. 
Cependant, la distance AB etant en general tres petite, cela ne se produit pas et le dipole se 
comporte comme un systeme lie, sans modification de son energie interne (ceci n’est pas tout 
a fait exact : un champ exterieur peut faire osciller les deux charges autour de leur position 
d’equilibre, induisant ainsi une variation de leur energie de liaison). 

Exemple 3 : Un conducteur charge place dans un champ exterieur 

Soit un conducteur portant une charge Q et mis au potentiel V en l’absence de champ exterieur. 
II possede done une energie electrostatique interne £ e ,mt = ^correspondant a l’energie qu’il a 
fallu fournir pour deposer les Q charges au potentiel V sur le conducteur. Si maintenant il existe 
un champ exterieur i^ ext , alors le conducteur prend un nouveau potentiel V' et son energie peut 
s’ecrire £ e ,int = • Comment calculer V' ? 

La methode directe consiste a prendre en compte la polarisation du conducteur sous l’effet du 

champ exterieur et calculer ainsi la nouvelle distribution surfacique a (avec Q = ff adS). 

s 

Une autre methode consiste a considerer la conservation de l’energie : en plagant le conducteur 
dans un champ exterieur, on lui fournit une energie potentielle d’interaction electrostatique qui 
s’ajoute a son energie electrostatique « interne ». Supposons (pour simplifier) que le champ 
exterieur i^ ext est constant a l’echelle du conducteur. Alors ce dernier se comporte comme une 
charge ponctuelle placee dans un champ et possede done une energie potentielle d’interaction 
electrostatique £ e ,ext = QV ex t- L’energie electrostatique totale sera alors 

S e = QV ex t +Q^ = QV' 


c,’ est- a- dire V' = V + 2V ex t 


5.4 Actions electrostatiques sur des conducteurs 

5.4.1 Notions de mecanique du solide 

a) Calcul direct des actions (force et moment d’une force) 

Un conducteur etant un solide, il faut faire appel a la mecanique du solide. Tout d’abord, on 
choisit un point de reference O, des axes et un systeme de coordonnees respectant le plus possible 
la symetrie du solide. La force et le moment de cette force par rapport au point O sont alors 



solide 


solide solide 


ou d 3 F est la force s’exergant sur un element infinitesimal centre autour d’un point P quelconque 
du solide et ou l’integrale porte sur tous les points du solide. Le formalisme de la mecanique du 
solide considere ensuite que la force totale ou resultante F s’applique au barycentre G du solide. 
b) Liens entre travail d’une action (force ou moment) et Paction elle-meme. 

Lors d’une translation pure du solide, considere comme indeformable, tout point P du solide 
subit une translation d’une quant.it c fixe : dr = r' — T* = it . La force totale responsable de ce 
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deplacement doit fournir un travail 


dW = 

solide 

3 

= ^ F i dx i 

i= 1 


<f F ■ dr 





ou F est la resultante de la force s’exergant sur le solide et les Xi les coordonnees du centre de 
masse du solide. 

Dans le cas de rotations pures, on ne s’interesse qu’au moment des forces responsables de ces 
rotations. Celles-ci sont decrites par trois angles infinitesimaux da autour de trois axes A*, 
passant par le centre d’inertie G du solide et engendres par les vecteurs unitaires e ? ;. L’expression 
generate du moment d’une force (ou couple) par rapport a G est alors 


3 

?0 = ^ Tjej 

1=1 


Lors de rotations du solide, le vecteur reperant la position d’un de ses points P quelconque varie 
suivant la regie 

d = ( ^ a ' 1 ^ F OP 

2=1 

Le travail fourni par le moment de la force est 



Dans le cas general d’une translation accompagnee de rotations, chaque effet produit une contri- 
bution au travail fourni lors de l’interaction. 
c) Calcul des actions a partir de I’energie potentielle (methode des travaux virtuels) 
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Si 1’on a cherche le lien entre travail de Taction et les composantes de celle-ci, c’est qu’il est 
possible de calculer ces dernieres en appliquant le principe de conservation de Penergie. En effet 
une force produit un mouvement de translation de l’ensemble du solide tandis que le moment de 
la force produit un mouvement de rotation. Ces deux actions correspondent a un travail, done a 
une modification de Penergie d’interaction. 

L’energie totale £tot d’un solide en electrostatique s’ecrit £ t ot = £ c + £ e ou £c es f son energie 
cinetique et £ e son energie electrostatique (aussi appelee : potentielle d’interaction). Si le solide 
est is ole, son energie totale reste constante, e’est-a-dire d£tot = 0, et Ton obtient ainsi le theoreme 
de Penergie cinetique 

d£ c = dW = -d£ e (5.39) 

ou nous avons vu que au dessus que dW = Y^l=\ Fjdxi. Si Ton a par ailleurs P expression de 
Penergie electrostatique £ e , alors on peut directement exprimer la force ou son moment (exprimes 
dans dW) en fonction de d£ e . 

Si, lors de Involution du solide, celui-ci n’est pas isole et regoit ou perd de Penergie, on a d £ tot / 0, 
e’est-a-dire : 

d£ c = dW = d £ to t - d£ e (5.40) 


On voit done que dans ce cas, le lien entre la force (ou son moment) et Penergie potentielle n’est 
plus directe. Si Ton veut faire un tel lien, il faudra alors retrancher au travail la partie due a cet 
apport (ou perte) d’energie mecanique. II faudra alors considerer chaque cas particulier. Nous 
allons illustrer cette approche dans la section (15.4.31) ci-dessous. 


5.4.2 Calcul direct des actions electrostatiques sur un conducteur charge 


Considerons maintenant le cas d’un conducteur charge place dans un champ electrostatique E ext . 
Celui-ci produit une force de Coulomb sur chaque charge electrique distribute sur la surface S du 
conducteur. Nous permettons que les conducteurs baignent eventuellement dans un milieu dielectrqiue 
(liquide de preference) caracterise par e r . D’apres ce que nous avons vu precedemment, la force totale 
s’ecrit 



PndS 



(5.41) 


s s 


s s 


ou P = a 2 1 (2e r eo) est la pression electrostatique dans un milieu dieletrique. Le moment de la force 
electrostatique s’ecrit 





(5.42) 


Mais ces expressions ne sont utilisables que si Ton peut calculer la densite surfacique a. Lorsque ce 
n’est pas le cas, il faut utiliser la methode ci-dessous. 


5.4.3 Calcul des actions a partir de l’energie electrostatique 
(Methode des travaux virtuels) 

Soit un systeme de deux conducteurs charges (Al) et (A2), Pour connaitre la force exercee par 

(Al) sur (A2), on imagine une petite modfication des parametres de A2 (position et/ou orientation) 
et on examine le changement apporte a Penergie electrostatique. Ceci nous permettra d’en deduire 
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les forces (moments) associees avec ces modifications. Cette methode s’appelle methode des travaux 
virtuels. Un conducteur en equilibre electrostatique etant caracterise par un potentiel V et une charge 
Q, il y a deux cas extremes qu’il faut considerer separement. 
a) Systeme isole : charges constantes 



On se place a l’equilibre mecanique, ou les forces externes empechent des dispacments des ar- 
matures (Al) et (A2) (c.-a-d. i^ e xt = — i^). Imaginons maintenant un qu’on laisse le systeme 
faire un deplacement elementaire autour de cette position. Nous somme dans le cas d’un systeme 


isole ou dStot = 0 ce qui implique par conservation d’energie que dW = — d£ e (voir eq. (5.39 )) . 
L’energie de ce travail, dW est done fournit par 1’energie electrostatique de (A2) et nous pouvons 


eenre : 


<3 

dW = ^2 Fidxi = ~P ■ dr = — d£ e 


2=1 


Or, l’energie electrostatique est une fonction de la position de (A2), done d£ e = £A =1 y§(f:) dxi. 
Autrement dit, dans le cas d’un deplacement d’un conducteur isole on doit avoir a tout moment : 


dW = '£F i dx i = -dS e = -'£( g 


2=1 


2=1 


dx< 


Q 


e’est-a-dire une force electrostatique : 


Fi = - 



(5.43) 


exercee par (Al) sur (A2). Notez que les variables x, decrivent la distance entre (Al) et (A2). 
Cette force peut aussi s’interpreter comme une force interne exercee par un conducteur sur une 
partie de lui-meme. Ainsi, cette expression est egalement valable dans le cas d’un conducteur qui 
serait sounds a une deformation : ce serait la force exercee par le conducteur sur une partie de 
lui-meme lors d’une modification de son energie d’interaction electrostatique, E e . 

Dans le cas de rotations pures, l’energie depend des differents angles et Ton va plutot ecrire pour 
un conducteur isole ( Q constant) 


dW = ^2r i da i = -d£ e = -J2[Q^.) da i 


2=1 


2=1 


d£. 


Q 


e’est-a-dire un moment des forces electrostatiques Tiei dont les composantes verifient : 

(5.44) 


Ti = - 


d£e 

dai 


Q 


L’utilisation des expressions eq. (5.43 ) et (5.44) necessite de calculer 1’energie electrostatique £ e 
et sa dependance en fonction de la position du (ou des) conducteur (s). 

La presence du signe moins indique que les actions electrostatiques (forces et moments) tendent 
toujours a ramener le conducteur vers une position d’energie minimale. 
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b) Systeme relie a un generateur : potentiels constants 

A proximite de l’equilibre mecanique ( i^ ex t = — i^) on effectue un petit deplacement autour de 
cette position. Les forces internes effectuent toujours un travail dW = ■ dr, mais il existe une 

deuxieme source d’energie, le generateur. Lors du deplacement, celui-ci maintient les potentiels V\ 
et V 2 constants. Cela ne peut se faire qu’en modifiant la charge Q 1 et Q 2 de chaque conducteur. 
Ainsi, le generateur fournit un travail permettant d’anrener des charges dQ\ au potentiel V\ et 
dQ 2 au potentiel V 2 , c’est-a-dire une energie fournie d£ Gen = V\dQ\ + V 2 CZQ 2 - 
Nous sornmes done dans le cas traite en eq.( 5.40 ) ou le changement a d’energie totale, d £ to t 
est celui fournie par le generateur (c.-a-d. d £ to t = d^Gen)- La conservation d’energie s’ecrit 
maintenant : 


dW = d £ Ge n - d£ e 

■ d*r = V\dQ\ + V 2 dQ 2 - i {V 1 dQ 1 + V 2 dQ 2 ) 

) dxi , 
/ v 


J2 F i dx i = l ( v i d Qi + y idQi) = d£ e = J2 


d£e 

dxi 


ou nous avons utilise le fait qu’a potentiel constant, la variation d’energie electrostatique s’ecrit : 
d£ e = ^ (V\dQ 1 + V 2 dQ 2 ). Autrement dit, dans le cas d’un deplacement d’un conducteur relie a 
un generateur (V nraintenu constant), la force electrostatique vaut : 


Fi = + 



(5.45) 


Dans le cas de rotations pures, l’energie depend des differents angles et Ton obtient un moment 
des forces electrostatiques egal a : 


r* = + 



(5.46) 


Les expressions obtenues dans les deux cas consideres sont generates et independantes du depla- 
cement elementaire. En fait celui-ci ne constitue qu’un artifice de calcul, connu sous le nom de 
methode des travaux virtuels. Notez qu’une telle methode s’appuie sur le principe de conservation 
de 1’ energie et done, necessite l’identihcation de l’ensemble des sources d’energie presentes. 


5.4.4 Exemple du condensateur 

L’energie electrostatique du condensateur s’ecrit £ e = \QU = \CU 2 = \ ( pj- D’apres la section 
precedente, lorsque le condensateur est isole, la force electrostatique entre les deux armatures s’ecrit : 


d£e\ = Q (dc\ 
dxi) Q 2 C 2 \dxi) 



Par contre, lorsc|ue le condensateur est relie a un generateur, on a 

fd£ e \ _ V ^ fdC\ 

\dxiJjj 2 \dxi) 


Fi = + 
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Ainsi, on vient de demontrer que, dans tous les cas, la force electrostatique existant entre les deux 
armatures d’un condensateur s’ecrit : 


f 


IP 

~Y 


grade . 


(5.47) 


On obtient de meme que le moment par rapport a l’axe A j de la force electrostatique s’ecrit dans tous 
les cas : 



(5.48) 


Remarques : 

1. On aurait pu s’attendre que les forces et moments soient les memes dans les deux formulations 
parce que peu importe qu’on soit en train de garder Q ou U contant lors d’un deplacement, les 
charges et champs sont les memes dans les deux cas a un instant donne. 


2. Les actions electrostatiques tendent toujours a augmenter la capacite C d’un condensateur. 

3. La force obte nue par la methode des travaux virtuels est la meme que celle donne par l’expression 
f = ffd 2 F = ffPndS, ce qui signifie que la distribution de charges a doit s’arranger de telle 
sorte que ce soit effectivement le cas. 


Exemple : le condensateur plan 

Soit un condensateur plan de capacite C (z) = e r eo S/z, ou S est la surface d’influence mutuelle 
commune aux deux armatures et z = Z 2 — z\ la distance entre celles-ci. 



La force exercee par l’armature 1 sur l’armature 2 est : 

— > U 2 » — > 

F i-> 2 = — grad 2 C = -F 2 -+ l 

^ ^U 2 dC JJ 2 E r eoS 

E 1 _^2 = Z — = — Z FT 

2 dz 2 2 (z 2 — z\) 2 

^U 2 dC PU 2 £ r e 0 S 

E 2-4-1 = Z — = 2 FT • 

2 d Zl 2 (z 2 -zi) 2 

Notez que la bonne utilisation de la formule generate (portant sur le gradient de C) necessite la 
comprehension de sa demonstration (ce que signifie les variables Xi). 


5.4.5 Exemple du dipole 

Soit un dipole electrostatique de moment dipolaire place dans un champ exterieur i^ ext . On 
cherche dans un premier temps a calculer la force electrostatique exercee par ce champ sur le dipole. 
Celui-ci restant a charge constante, on va done utiliser l’expression obtenue pour un systeme isole. En 
se rappelant que l’energie potentielle d’interaction electrique est £ e = — ■ ^ ext , nous avons : 


Fi = - 



8 (jt ■ (^ext) 

dxi 
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c’est-a-dire une expression vectorielle 

= grad (V • ^ext) • ( 5 . 49 ) 

Sous l’effet de cette force, un dipole aura tendance a se deplacer vers les regions ou le champ electro- 
statique est le plus fort. 

Le moment de la force electrostatique est donne par 



avec r = On peut cependant clarifier considerablement cette expression. II suffit en effet de 

remarquer que lors d’une rotation pure, le vecteur moment dipolaire varie comme 


3 3 

cT$ = ^2 daiei ^ 

1=1 1=1 


df 

dOLi 


doti 


puisqu’il depend a priori de la position du point considere, done des angles a*. En supposant alors que 
le champ i^ ext est constant a l’echelle du dipole, on obtient 


r* = 




(e* A Jl) 



c’est-a-dire l’expression vectorielle suivante : 

^ A ^ cxt 


( 5 . 50 ) 


Le moment des forces electrostatiques a done tendance d aligner le dipole dans la direction du champ 
exterieur. 
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Courant et champ magnet ique 


6.1 Courant et resistance electriques 

6.1.1 Le courant electrique 

Nous avons vu qu’il etait possible d’electriser un materiau conducteur, par exemple par frottements. 
Si l’on met ensuite ce conducteur en contact avec un autre, le deuxienre devient a son tour electrise, 
c’est-a-dire qu’il a acquis une certaine charge Q. Cela signifie que lors du contact des charges se sont 
deplacees de l’un vers l’autre. On definit alors le courant par 


dQ 

dt 


( 6 . 1 ) 


ou les unites sont les Amperes (symbole A). Dans le systeme international, 1’ Ampere est 1’une des 4 
unites fondamentales (avec le metre, le kilogramme et la seconde), de telle sorte que 


1C = lAs (Ampere seconde). 


( 6 . 2 ) 


La definition de l’eq. (6.1) de I ne nous renseigne pas sur son signe, il faut choisir une convention. 
Par exemple, soit Q > 0 la charge du conducteur initialement charge (Ai). On a affaire ici a une 
decharge de (Ai) vers (A 2 ). Si l’on desire compter positivement le courant de (Ai) vers (A 2 ), alors il 
faut mettre un signe moins a l’expression de l’eq. (6.1). 


La densite de courant electrique 

La raison physique du courant est un deplacement de charges, c’est-a-dire l’existence d’une vitesse 
organisee (par opposition a la vitesse d’agitation thermique) de celles-ci. Considerons done un fil 
conducteur de section S, dans lequel se trouvent n p porteurs de charge q p par unite de volume, animes 
d’une vitesse it dans le referentiel du laboratoire. Pendant un instant dt, ces charges parcourent une 
distance itdb Soit dSn un element infinitesimal de surface rnesure sur la section du fil, oriente dans 
une direction arbitraire. La quantite de charge electrique, dQ, qui traverse cette surface pendant dt est 
celle contenue dans le volume elementaire dV = dSdl associe : 

dQ = nq p dV = nq p it dt ■ dSn . 

On voit alors apparaitre un vecteur qui decrit les caracteristiques du milieu conducteur et qu’on appelle 

la densite de courant : 

3 = n p q p !? p = p p lt p , (6.3) 
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l’integrale des charges dQ sur la section du fil. Finalement done, le courant I circulant dans le fil est 
relie a la densite par 


dQ _ 1 
dt dt 


d Q = [ f ' dSndt , 


section section 


e’est-a-dire : 

section 


(6.4) 


On dit que le courant dans un circuit est le flux a tr avers la section du fil de la densite de courant. 
Le sens du courant (grandeur algebrique) est alors donne par le sens du vecteur densite de courant. 

Un conducteur est un cristal (ex, cuivre) dans lequel se deplacent des particules chargees (ex, 
electrons). Suivant le materiau, les porteurs de charges responsables du courant peuvent etre different s. 
Dans un metal, ce sont des electrons, dits de conduction (la nature et le signe des porteurs de charge 
peuvent etre determines grace a l’effet Hall -voir chapitre [9]) . Dans un gaz constitue de particules 
ionisees, un plasma, ou bien dans un electrolyte, il peut y avoir plusieurs especes chargees en presence. 
En toute generality, on doit done definir la densite locale de courant de la forme 


L = £ 


TlaQa V a 


^ r 


(6.5) 


ou Ton fait une sommation sur toutes les especes (electrons et ions) en presence. Dans le cas particulier 
d’un cristal compose d’ions immobiles (dans le referentiel du laboratoire) et d’electrons en mouvement, 
on a 

j = -n e e¥ e , (6.6) 

ou e ~ 1, 6 x 1CT 19 C est la charge elementaire et n e la densite locale d’electrons fibres. La densite de 
courant (done le sens attribue a I) est ainsi dans le sens contraire du deplacement reel 
des electrons. 


Loi d’Ohm microscopique (ou locale) 


Dans la plupart des conducteurs, on observe une proportionnalite entre la densite de courant et le 
champ electrostatique local, 



(6.7) 


ou le coefficient de proportionnalite 7 (souvent denote par a) est appele la conductivity du milieu 
(unites : voir plus bas). On definit egalement r] = I/7, la resistivite du milieu. La conductivity est une 
grandeur locale positive, dependant uniquement des proprietes du materiau. Ainsi, le cuivre possede 
une conductivity 7 cu = 58 x 10 6 S/m, tandis que celle du verre (isolant) vaut 7 ve rre = 10 _11 S/m. 

Une telle loi implique que les lignes de champ quasi-electrostatique sont egalement des lignes de 
courant, indiquant done le chemin pris par les charges electriques. Par ailleurs, comme 7 est positif, 
cela implique que le courant s’ecoule dans la direction des potentiels decroissants. 
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D’ou peut provenir cette loi ? Prenons le cas simple d’une charge electrique q p soumise a la force de 
Coulomb mais aussi a des collisions (modele de Drude). Ces collisions peuvent se decrire comme une 
force de frottement proportionnelle a la vitesse (moyenne) ~il p de la charge. La relation fondamentale 
de la dynamique s’ecrit : 

m p~^~ = ~ ’ ( 6 . 8 ) 

ou m p est la masse des porteurs. Cette Equation montre qu’en regime permanent (stationnaire, mais 
non statique), la charge q p atteint une vitesse limite it/ = /ii^ ou /. i = q p /k est appele la mobilite des 
charges. Ce regime est atteint en un temps caracteristique r = m p /k, appele temps de relaxation. 

Inserant ces valeurs dans l’expression de la densite de courrant j = 7i p q p lli, on obtient la loi 
d’Ohm avec : 

7 = ^ => 7 = ^->fc = ^. ( 6 .9) 

K fC 'T 

Cette expression microscopique pour 7 nous perrnet d’en deduire le temps de temps de relaxation des 
porteurs de courant : 

r= rn p = 1 m p (6 . 10) 

k n p q£ 

Ainsi, la loi d’Ohm microscopique (ou locale) s’explique bien par ce modele simple de collisions des 
porteurs de charge. Mais collisions avec quoi ? On a longtemps cru que c’etaient des collisions avec les 
ions du reseau cristallin du conducteur, mais il s’avere qu’il s’agit en fait de collisions avec les impuretes 
contenues dans celui-ci. 

Prenons le cas du cuivre, metal conducteur au sein duquel existe une densite numerique d’electrons 
de conduction de l’ordre de n e ~ 8 x 10 28 ?n^ 3 . Le temps de relaxation est alors de r = 7c 2 t/rne ss 
2 10 _14 s. C’est le temps typique entre deux collisions. Quelle est la distance maximale parcourue par 
les electrons pendant ce temps (libre parcours moyen) ? Elle depend de leur vitesse reelle : celle-ci 
est la somme de la vitesse moyenne lt e (le courant) et d’une vitesse d’agitation thermique de norme 
u t h = \J kT / m e « 10 5 m/s a temperature ambiante mais dont la valeur moyenne (vectorielle) est nulle 
(pour memoire, un hi de Cuivre d’une section de 1mm 2 parcouru par un courant de 1 A, possede une 
densite de courant de j = 10 6 Am -2 et une vitesse moyenne de v e = j/n e e — 0,007m/s). Le libre 
parcours moyen d’un electron serait alors de : 


l = V t hT 


’in = 20A , 


un ordre de grandeur superieur a la distance inter-atomique (de l’ordre de PAngstrom). Ce ne sont 
done pas les collisions avec les ions du reseau qui sont la cause de la loi d’Ohm. 


Resistance d’un conducteur : loi d’Ohm macroscopique 

Considerons maintenant une portion AB d’un conducteur parcouru par un courant I. S’il existe 
un courant, cela signifie qu’il y a une chute de potentiel entre A et B, U = Va — Vb = f f ~lt ■ 111 . On 
definit alors la resistance de cette portion par 

( 6 . 11 ) 

ou 1’unite est l’Ohm (symbole CL). Dans le cas simple d’un conducteur filiforme de section S ou, sur une 
longueur L, le champ electrostatique est uniforme, on obtient le lien entre la resistance d’un conducteur 
(propriete macroscopique) et sa resistivite, 7 (propriete microscopique) : 

( 6 . 12 ) 
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qui montre que les unites cle la resistivite sont le Urn (Ohm metre). 

Associations de resistances 

(a) Resistances en serie Soient N resistances R t mises bout a bout dans un circuit et parcourues 
par un courant I. La tension aux bornes de la chaine est simplement : 

U = (V 0 - VQ + (Vi - V 2 ) + ■ ■ • + (VJv- r - V N ) = Ril + R 2 I + ■ + R N I 


c’est-a-dire analogue a celle obtenue par une resistance unique dont la valeur est : 



(6.13) 



F 


Resistances en parallele 


I 


Rj R2 Ro 

'VW' H — 

vo Vi v 2 v n 


Resistances en serie 


(b) Resistances en parallele Soient N resistances Ri mises en parallele sous une tension U = V\ —V 2 
et alimentees par un courant I. Le courant se separe alors en n courants : 



dans chacune des N branches. En vertu de la conservation du courant (voir ci-dessous), on a : 

N N TJ TT 

' = E* = Ejhir- 

• -1 1 H 1 L eq 

i=l i=l 1 

c’est-a-dire que l’ensemble des N branches est analogue a une resistance equivalente en serie : 

(6.14) 



6.2 Le champ magnetique 

6.2.1 Bref apergu historique 

Les aimants sont connus depuis l’Antiquitfe, sous le nom de magnetite, pierre trouvee a proximite de 
la ville de Magnesie (Turquie). C’est de cette pierre que provient le nom actuel de champ magnetique. 

Les chinois furent les premiers a utiliser les proprietes des aimants, il y a plus de 1000 ans, pour 
faire des boussoles. Elies etaient constitutes d’une aiguille de magnetite posee sur de la paille flottant 
sur de l’eau contenue dans un recipient gradue. 

Au XVIIIeme siecle, Franklin decouvre la nature electrique de la foudre (1752). Or, il y avait deja 
a cette epoque de nombreux temoignages de marins attirant 1’attention sur des faits etranges : 

- Les orages perturbent les boussoles 

- La foudre frappant un navire aimante tous les objets metalliques. 
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Franklin en deduisit « la possibility d’une communaute de nature entre les phenomenes 

electriques et magnetiques » . 

Coulomb (1785) montre la decroissance en 1/r 2 des deux forces. 

Mais il faut attendre la fin du XlXeme siecle pour qu’une theorie complete apparaisse, la theorie 
de 1’ electromagnetisme. Tout commenga avec l’experience d’Oersted en 1820. II plaga un fil conducteur 
au dessus d’une boussole et y fit passer un courant. En presence d’un courant 1’aiguille de la boussole 
est effectivement deviee, prouvant sans ambigui'te un lien entre le courant electrique et le champ 
magnetique. Par ailleurs, il observa : 

- Si on inverse le sens du courant, la deviation change de sens. 

- La force qui devie l’aiguille est non radiale 

L’etude quantitative des interactions entre aimants et courants fut faite par les physiciens Biot et 
Savart (1820). Ils mesurerent la duree des oscillations d’une aiguille aimantee en fonction de sa distance 
a un courant rectiligne. Ils trouverent que la force agissant sur un pole est dirigee perpendiculairement 
a la direction reliant ce pole au conducteur et qu’elle varie en raison inverse de la distance. De ces 
experiences, Laplace deduisit ce qu’on appelle aujourd’hui la loi de Biot et Savart. Une question qui 
s’est ensuite immediatement posee fut : si un courant devie un aimant, alors est-ce qu’un aimant peut 
faire devier un courant? Ceci fut effectivement prouve par Davy en 1821 dans une experience ou il 
montra qu’un arc electrique etait devie dans l’entrefer d’un gros aimant. 

L’elaboration de la theorie electromagnetique mit en jeu un grand nombre de physiciens de renom : 
Oersted, Ampere, Arago, Faraday, Foucault, Henry, Lenz, Maxwell, Weber, Helmholtz, Hertz, Lorentz 
et bien d’autres. Si elle debuta en 1820 avec Oersted, elle ne fut mise en equations par Maxwell qu’en 
1873 et ne trouva d’explication satisfaisante qu’en 1905, dans le cadre de la theorie de la relativity 
d’Einstein. 

Dans ce cours, nous traiterons dans les chapitres Em de la question suivante : comment pro- 
duire un champ magnetique a partir de courants permanents? Dans le chapitre [TO] nous aborderons le 
probleme inverse : comment produire de P electricity a partir d’un champ magnetique? 

6.2.2 Nature des effets magnetiques 

Jusqu’a present nous n’avons aborde que des particules chargees immobiles, ou encore des conduc- 
teurs (ensembles de particules) en equilibre. Que se passe-t-il lorsqu’on considere enhn le mouvement 
des particules? Soient deux particules q\ et </2 situees a un instant t aux points P\ et P 2 . En l’absence 
de mouvement, la particule q\ cree au point P 2 un champ electrostatique (P 2 ) et la particule 52 
subit une force dont 1’expression est donnee par la loi de Coulomb : 

1— >2 = < 72^1 (P 2 ) ■ 

Qui dit force, dit modification de la quantite de mouvement de q 2 puisc|ue T^i ->2 = yfp — 
Autrement dit la force electrostatique due a q\ cree une modification pendant un temps At. Une 
force correspond en fait a un transfert d’information (ici de q\ vers < 72 ) pendant un court laps de temps. 
Or, rien ne peut se propager plus vite que la vitesse c de la lumiere. Cette vitesse etant grande mais 
finie, tout transfert d’information d’un point de l’espace a un autre prend necessairement un temps 
hni. Ce temps pris par la propagation de l’information introduit done un retard, comrne nous allons le 
voir. 

On peut considerer l’exemple ci-dessus comme se qui se passe effectivement dans le referentiel 
propre de q\ . Dans un referentiel fixe, q\ est animee d’une vitesse iti. Quelle serait alors Faction de 
qi sur une particule q 2 animee d’une vitesse ¥ 2 ? Soit dt le temps qu’il faut a l’information (le champ 
electrostatique cree par qi) pour se propager de q\ vers q 2 - Pendant ce temps, q\ parcourt une distance 
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v\dt et (/2 parcourt la distance u 2 dt. Autrement dit, lorsque q 2 ressent les effets electrostatiques dus a q\, 
ceux-ci ne sont plus radiaux : le champ (t — dt) « vu » par q 2 est dirige vers l’ancienne position de q\ 
et depend de la distance cdt et non pas de la distance r. On voit ici qu’il faut corriger la loi de Coulomb 
qui nous aurait donne le champ (t) qui est faux (suppose propagation instantanee de l’information 
i.e. une vitesse infinie). Les effets electriques ne peuvent se resumer au champ electrostatique. 

Cependant, L experience montre que la prise en compte d’une correction tenant compte de la vitesse 
finie du transport d’information ne sufhrait pas a expliquer la trajectoire de : une force supplemen- 
taire apparait, plus importante d’ailleurs que celle associee avec la vitesse finie d’information! En 
premiere approximation, la force totale exercee par q\ sur q 2 s’ecrit en fait : 


F -\- >2 — 


9192 

47reor 2 


12 L 


^ v 2 /it i ^ 

u\2 H A A u\2 

c V c 


(6.15) 


Dans cette expression, on voit done apparaitre un deuxieme terme qui depend des vitesses des deux 
particules ainsi que la vitesse de propagation de la lumiere. Ce deuxieme terme s’interprete comme la 
contribution d’un champ magnetique cree par q\ . Autrement dit : 


1*1-2*® (^l(F 2 )+lt 2 A^i(P2)) , 

ou nous avons introduit un champ magnetique, i^i, cree par la charge q\ ou : 


(6.16) 


^i(P 2 ) 


9i (vi/\u 12 ) 


47TC0C 2 


12 


91 
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itl A P\P> 

>■ 3 

Pi Pi 


(6.17) 


(nous avons utilise le fait que ri 2 = 


Pi Pi 


et iii 2 = P\ P 2 / 


Pi Pi 


L’inpsection des equations (6.15) a (6.17) montre que la force magnetique a un rapport de ( v/c ) 2 
a la force de Coulomb (done normalement tres faible). Les expressions (6.17) et (6.16) sont le fruit 
de decennies de travail par nombreux physiciens de renom. Nous renongons done a un developpement 
« historique » du sujet et on va utiliser ces expressions, que l’on admettra, afin de deriver les lois 
fondamentales de la magnetostatique (obtenues historiquement a travers des experiences). 

Nous reviendrons plus tard (chapitre [9]) sur les proprietes de la force magnetique exprimee dans 
l’eq. ( 6.16 ) . Cette expression n’est valable que pour des particules se deplagant a des vitesses beaucoup 
plus petites que celle de la lumiere (approximation de la magnetostatique). Derniere remarque : la force 
magnetique depend de la vitesse de la particule, ce qui implique que le champ magnetique depend du 
choix du systeme referentiel (voir discussion chapitre [9]) ! 
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6.3 Expressions du champ magnetique 


6.3.1 Champ magnetique cree par une charge en mouvement 

D’apres l’eq.( 6.17| ) ci-dessus, le champ magnetique cree en un point M par une particule de charge 
q situee en un point P et animee d’une vitesse it dans un referentiel galileen est : 



it(Af) 


poq 

4tt 


it A PM 

pM 3 


ou /to = 1/ (eo c 2 ). L’unite du champ magnetique dans le systeme international est le Tesla (T). Une 
autre unite appartenant au systeme CGS, le Gauss (G), est egalement tres souvent utilisee : 


1 Gauss = 10 4 Tesla. 


(6.18) 


Le facteur /to est la permeabilite du vide : il decrit la capacite du vide a « laisser passer » le champ 
magnetique. Sa valeur dans le systeme d’unites international MKSA est : 


/to = 47t 10 ' H.m 1 (H pour Henry) ( 1 Henry = 1 V.A 4 s = 1 m 2 .kg.s 2 .A 2 ) . 


(6.19) 


Remarques : 


La valeur de /to donne en l’eq. (6.19 ) est exacte, directement liee a la definition de l’Ampere (voir 
Chapitre [9]) . Le facteur 47 t a etc introduit pour simplifier les equations de Maxwell. 


- Nous avons vus que les phenomenes electriques et magnetiques sont intimement relies. Les ex- 
periences de l’epoque montrerent que la vitesse de propagation etait toujours la rnenre, a savoir 
c, la vitesse de la lumiere. Cela signihait qu’il y avait done un lien secret entre le magnetisme, 
l’electricite et la lumiere, et plongeait les physiciens dans la plus grande perplexite. On remarque 
que : 


fi 0 e 0 c 2 = 1 


( 6 . 20 ) 


ce qui permet de definir la valeur de la permittivite du vide (caracteristique decrivant sa capacite 
a affaiblir les forces electrostatiques) : 


1 10 7 10“9 

— = 1 .m 

C 2 /Tq 47T.9.10 16 367T 


(F pour Farad) . 


Deux proprietes importantes du champ magnetique : 

- De rnenre que pour le champ electrostatique, le principe de superposition s’applique au champ 
magnetique. Si on consider e deux particules 1 et 2 alors le champ magnetique cree en un point 
M quelconque de l’espace sera la sonrme vectorielle des champs crees par chaque particule. 

- Du fait du produit vectoriel, le champ magnetique est ce qu’on appelle un pseudo-vecteur (voir 
plus bas). 
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6.3.2 Champ magnetique cree par un ensemble de charges en mouvement 


Considerons N particules de charges qi situes en des points P, et de vitesse ¥j.En vertu du principe 
de superposition, le champ magnetique cree en un point M est la somme vectorielle des champs crees 
par chaque particule et vaut 


B (M) 


Mo Qi~^ i A pM 
Air 


i= 1 




Si le nombre de particules est tres grand dans un volume V donne et qu’on s’interesse a des echelles spa- 
tiales bien plus grandes que la distance entre ces particules, il est avantageux d’utiliser une description 
continue. II faut done dehnir des distributions continues comme nous l’avons fait en electrostatique. 
Mais des distributions continues de quoi ? 

Le passage a la limite continue consist e a assimiler tout volume elementaire dV. situe autour d’un 
point P' quelconque de la distribution de charges en mouvement, a une charge dq animee d’une vitesse 
moyenne it . Le champ magnetique resultant s’ecrit alors 


^ (M) 


Mo 

Air 


dqPt A PAf 


' V 


PM 


ou l’integrale porte sur le volume V total embrasse par ces charges. En toute generality, considerons 
a especes differents de particules (ex : electrons, ions) chacune animee d’une vitesse lt Q de charge 
q a et d’une densite numerique n. On peut alors ecrire dqlt = J2 a n aQa^adV, ou la somme porte 
sur le nombre d’especes differentes et non sur le nombre de particules. On recommit ainsi 1’expression 
generale du vecteur densite locale de courant j = a- 

L’expression du champ magnetique cree par une distribution volumique de charges quelconque est 
done : 


B(M) 



~j (P) A PaI 


pa! 


dV 


( 6 . 21 ) 


Ce resultat est general et valable quelle que soit la forme du conducteur. On peut l’appliquer, par 
exemple, a l’interieur d’un metal de volume V quelconque. 


Quelques ordres de grandeur : 

- Champ magnetique interstellaire moyen : B ss fiG 

- Champ magnetique terrestre : B± ~ 0, 4G, -^horizontal ~ 0, 3G 


- Un aimant courant B ~10 mT 


- Champ magnetique dans une tache solaire B ss kG ss 0.1 Tesla 

- Un electroaimant ordinaire B ~ Tesla 


- Une bobine supraconductrice B «20 Tesla 

- Champ magnetique d’une etoile a neutrons 10 8 Tesla 


6.3.3 Champ cree par un circuit electrique (formule de Biot et Savart) 

Dans le cas particulier d’un circuit hliforme ferine, parcouru par un courant permanent I, la formule 
precedente va nous fournir la loi de Biot et Savart. Dans ce cas, le volume elementaire s’ecrit dV =dSdl 
ou dS est un element de surface transverse situe en P et dl un element de longueur du fil. Or, on 
considere seulement les cas ou le point M est situe a une distance telle du fil qu’on peut considerer 


84 




Electromagnetisme 


6.3. EXPRESSIONS DU CHAMP MAGNETIQUE 



celui-ci comme tres mince. Plus precisement, le vecteur vitesse (ou densite de courant) a la meme 
orientation sur toute la section du fil ( j parallele a dl et a dS). Ainsi, on ecrit 


~B{M) 


= ^ </> dl 

47 r 


j (P) A P'M ^ _ fip 
47 r 


circuit section 


P'M 


do 
47 r 


II J (P) 

-section 


dl APaI 


circuit 


pM\ 


circuit 


do 

47T 


II 7(P')dS 

.section 

dlAPMt 


paI 

3 


idl a pa! 


circuit 


paI 


ou 1’on a utilise P’M 2> PP' (done P'M ~ PM), P etant un point sur le fil (centre de la section). 
Par ailleurs, nous avons utilise le fait que la normale a la section ainsi que df etaient orientes dans le 
sens du courant ( j dSdl = (^j •dSj'dl). 

Formule de Biot et Savart : en un point M quelconque de 1’espace, le champ magnetique cree 
par un circuit parcouru par un courant permanent / est : 





circuit 


dl A PAt 
PAl 3 


( 6 . 22 ) 


ou P est un point quelconque le long du circuit et dl = dOP ( O etant l’origine, quelconque, du 
systeme) 

La formule de Biot et Savart (1820) a ete etablie experimentalement et fournit un lien explicite 
entre le champ magnetique et le courant. Mais ce n’est que plus tard (1880+) que les physiciens ont 
realise que le courant etait du au deplacement de particules dans un conducteur. 

Regies mnemotechniques : 

Dans l’utilisation de la formule de Biot et Savart, il faut faire attention au fait que le champ 
magnetique cree par un circuit est la somme vectorielle de tous les ~dl engendrees par un element de 
circuit, dont le sens est donne par celui du courant /, 


^ _ do 1 dt A pa! 

47T 

paI 

3 


Or chaque dB est defini par un produit vectoriel. II faut done faire extremement attention a 
l’orientation des circuits. Voici quelques regies mnemotechniques : 

- Regie des trois doigts de la main droite 

- Regie du bonhomme d’Ampere 
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6.3.4 Proprietes de symetrie du champ magnetique 

Ces proprieties sont fondamentales car elles permettent de simplifier considerablement le calcul du 
champ magnetique. Du fait que le champ soit un effet cree par un courant, il contient des informations 
sur les causes qui lui ont donne origine. Cette regie se traduit par la presence de certaines symetries 
et invariances si les sources de courant en possedent egalement. Ainsi, si 1’on connait les proprietes de 
symetrie de la densite de courant, on pourra connaitre celles du champ magnetique. 

Vecteurs et pseudo-vecteurs 

Un vecteur polaire, ou vrai vecteur, est un vecteur dont la direction, le module et le sens sont 
parfaitement determines. Exemples : vitesse d’une particule, champ electrostatique, densite de courant. 
Un vecteur axial, ou pseudo- vecteur, est un vecteur dont le sens est defini a partir d’une convention 
d’orientation d’espace et depend done de cette convention. Exemples : le vecteur rotation instantanee, 
le champ magnetique, la normale a une surface. 

Cette difference provient du produit vectoriel : le sens du produit vectoriel depend de la convention 
d’orientation de l’espace. Le produit vectoriel de deux vrais vecteurs (respectivement pseudo-vecteurs) 
est un pseudo- vecteur (resp. vrai vecteur), tandis que celui d’un vrai vecteur par un pseudo- vecteur 
est un pseudo- vecteur. 



FIGURE 6.1 — Transformation par rapport a un plan de symetrie 


Orienter 1’espace revient a associer a un axe oriente un sens de rotation dans un plan perpendiculaire 
a cet axe. Le sens conventionnellement choisi est determine par la regie du tire-bouchon de Maxwell 
ou la regie du bonhomme d’Ampere (pour le champ magnetique mais aussi pour le vecteur rotation 
instantanee). 

Transformations geometriques d’un vecteur ou d’un pseudo- vecteur 

Vecteurs et pseudo-vecteurs se transforment de la rneme maniere dans une rotation ou une trans- 
lation. II n’en est pas de meme dans la symetrie par rapport a un plan ou a un point. Dans ces 
transformations 

- un vecteur est transforme en son symetrique, 

- un pseudo- vecteur est transforme en 1’oppose du symetrique. 

Soit A' (M') le vecteur obtenu par symetrie par rapport a un plan II a partir de 2 (M). D’apres 
la figure ci-dessus, on voit que 


1. Si A (M) est un vrai vecteur 

- A' (M>) = 2 (. M ) si A ( M ) est engendre par les memes vecteurs de base que S ; 

- A' (M') = -A (M) si A (M) est perpendiculaire a S. 

2. au contraire, si (M) est un pseudo-vecteur 

- A' (M') = 2 (M) si 2 (M) est perpendiculaire a S. 

- A' (M>) = -2 (M) si 2 ( M ) est engendre par les memes vecteurs de base que S ;. 
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Transformation d’un vecteur 
par symetrie par rapport a un plan 


& A 


■ n 



Transformation d’un pseudo-vecteur 
par symetrie par rapport a un plan 


Ces deux regies de transformation vont nous permettre de determiner des regies de symetrie utiles. 

Dans un espace homogene et isotrope, si Ton fait subir une transformation geometrique a un 
systeme physique (ex : ensemble de particules, distribution de charges et/ou de courants) susceptible 
de creer certains effets (forces, champs), alors ces effets subissent les memes transformations. Si un 
systeme physique S possede un certain degre de symetrie, on pourra alors deduire les effets crees par 
ce systeme en un point a partir des effets en un autre point. 

Regies de symetrie 

- Invariance par translation : si S est invariant dans toute translation parallele a un axe Oz. 
les effets ne dependent pas de z. 

- Symetrie axiale : si S est invariant dans toute rotation 0 autour d’un axe Oz, alors ses effets 
exprimes en coordonnees cylindriques (p, (f>, z ) ne dependent pas de 4>. 

- Symetrie cylindrique : si S est invariant par translation le long de l’axe Oz et rotation autour 
de ce merne axe, alors ses effets exprimes en coordonnees cylindriques (p, 4 i, z) ne dependent que 
de la distance a l’axe p. 

- Symetrie spherique : si S est invariant dans toute rotation autour d’un point fixe O. alors ses 
effets exprimes en coordonnees spheriques (r, 6, cj>) ne dependent que de la distance au centre r. 

- Plan de symetrie II : Si S admet un plan de symetrie II, alors en tout point de ce plan, 

- un effet a caractere vectoriel est contenu dans le plan 

- un effet a caractere pseudo-vectoriel lui est perpendiculaire. 



FIGURE 6.2 — Exemples de plans d'anti-symetrie 


- Plan d’antisymetrie IF : si, par symetrie par rapport a un plan II', S est transforme en —S 
alors en tout point de ce plan, 

- un effet a caractere vectoriel est perpendiculaire au plan 

- un effet a caractere pseudo-vectoriel est contenu dans ce plan. 

Voici^quelques regies simples et tres utiles, directement issues de la liste ci-dessus : 

- Si j est invariant par rotation autour d’un axe, 1’est aussi. 

- Si j est poloidal (porte par p et/ou z ), alors ^ est toroidal (porte par cf) )• 
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Si j est toroidal, alors P est polo'idal. 

Si le systeme de courants possede un plan de symetrie, alors j 
B lui est perpendiculaire. 


est contenu dans ce plan et done 


6.4 Calcul du champ dans quelques cas simples 

6.4.1 Champ cree par un segment de fil rectiligne 

On considere le champ magnetique 5~1 ^ cree par un segment rectiligne P\ Pz parcouru par un courant 
d’intensite I en un point M situe a une distance p du fil. On ecrit sP parce que ce segment ne peut 
etre qu’une partie d’un circuit complet, et il faut en general calculer le champ B produit par le circuit 
en entier (par superposition). 

Z 

A 

^2 

P 

0 

1 



FIGURE 6.3 — Segment rectiligne d’un circuit 
A partir de la loi Biot-Savart on ecrit : 

pi il 


5B (M) = ^-1 [ 2 dl 

Jp 1 


A 




(6.23) 


Cornpte tenu de la symetrie, on utilise des coordonnees cylindriques avec = zz et on a : 

dl = zdz PM = —zz + pp . 


Avec ces coordonnees on trouve : 

dl A PM = dzz A (— zz + pp) = dzp 4> ■ 

II convient dans ce probleme de faire un changement de variables vers Tangle a (m6,m^ 
peut ainsi ecrire . 


(6.24) 
et on 


oP 


= z = ptana, 


PM = 


On trouve dz en prenant la differentielle de z = ptana : 


dz = pd(tana) = p 1 + 


sin 2 a 


cos 2 a 


p/vl 


da = 


cos 2 a 


9 

cos a 


da 


(6.25) 
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Mettant les relations expressions de (6.24) et (|6.25[) dans (6.23) on obtient : 




r z 2 


dl A PAI t 2 [ Z 2 dzp 
I Z1 PM 3 = 4 n <t, J Zl PM 3 




C&2 


cos ada 


ai 


PO 

4irp 


I cf) (sin «2 — sin ot\) 


(6.26) 


On peut egalement exprimer le resultat en fonction de z en utilisant sin a = z/(z 2 + p 2 ) 1 / 2 (voir figure 

(6.27) 


6.3) : 


dt ( P ) = p-itf, 


Z2 


Zl 


» V (4 + A ) 1/2 (4 + pM 2 ) ' 

6.4.2 Champ cree par un fil infini 

Dans l’approximation, ou le point AI est siiffisamment pres du fil pour utiliser 1’ approximation du 
fil « infini » (p <C z\ et p -C Z 2 ), on peut ignorer les contributions des autres portions du circuit et on 
prend la limite zi — > —00 , Z 2 — > 00 (a\ — > — «2 5) en equations (6.27) ou (6.26) ce qui donne : 


R un 


p-i$ 

2irp 


(6.28) 


On constate c[ue dans la limite du fil infini, la nature toroi'dale du champ aurait pu etre deduite direc- 
tement des symetries du probleme. Nous verrons dans le chapitre [ 7 ] comment obtenir (6.28) facilement 
en utilisant le theoreme d’Ampere. 

6.4.3 Spire circulaire (sur l’axe) 

Considerons maintenant le cas d’une spire circulaire de rayon R, parcourue par un courant perma- 
nent I. On ne s’interesse ici qu’au champ magnetique sur l’axe z de la spire. La densite de courant 
etant toroi'dale et invariante par rotation autour de 1’axe z, c’est-a-dire : 

7 (P, <t>, z) = j (p, z) 0 , 

le champ magneticjue sera poloidal en consequence (c.-a-d.) : 

^ {P, z) = B p (p, z)p + B z (p, z) z . 

Cependant, sur l’axe z, la composante radiale du champ s’annule et il ne reste qu’une composante 
selon z. 

En projetant la loi de Biot et Savart sur z on obtient 

Pol dOP sin a po I dOP sin 3 a pol sin 3 a dip 


dB z = 


dl 


sm a = 


47T 




4-7T 


R 2 


4-7T 


R 


ou nous avons utilise dOP = Rd<p et PAI = R/ sin a . En evaluant l’integrale, on obtient 

2 IT 

b„ = L B , = ^ s AAf d 4,= 4° /sin “ 


47T R 


R 


Parfois, on a besoin de ce resultat en fonction de la position z sur l’axe 


n Pol sin 3 a 

_ Pol 

R 2 

L/ 7 

2 R 

2 

(. R 2 + z 2 ) 3/2 


(6.29) 


ou nous avons utilise le fait que sin a = R/(z 2 + i? 2 ) 1 / 2 . 
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P 



FIGURE 6.4 — Spire parcourue par un courant 


6.4.4 Champ d’un solenoide fini (sur l’axe) 


/ 



FIGURE 6.5 — Modele d'un Solenoide fini : Calcul de champ magnetique sur I’axe 


Un solenoide est constitue d’un enroulement d’un fil conducteur autour d’un cylindre de longueur 
l et de rayon R. On suppose que ce fil est suffisamment mince pour pouvoir modeliser ce solenoide 
comine une juxtaposition de N spires coaxiales, avec n = N/l spires par unite de longueur. Chaque 
spire est alors parcourue par un courant permanent /. Comme pour la spire simple vue plus haut, les 
proprietes de symetrie du courant montrent que le champ magnetique du solenoide, qui est la somme 
vectorielle du champ cree par chaque spire, est suivant z uniquement. Autour d’un point P situe en 
z\ sur une epaisseur dOP = dz 1 , il y a ndz' spires. Ces spires creent done un champ en un point M 
( OM = z) quelconque de l’axe : 


dB z (z) = 


polndz' 
2 R 


sm a 


oil nous avons utilise (6.4.3) et Tangle a est reliee a z et z' par 


cot a = 


z — z 


R 


Si on prend la differentielle de cette expression, on obtient 


dz' = —Rd 


cos a 


sm a 


= -R - 1 - 


cos 2 a 


sin 2 a 


da = 


R 


sin 2 a 


da . 
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Le champ magnetique total s’ecrit done 


B z = 


J dB z = 
Mo In 


Poln 


C a 2 


sin a da 


'a i 


(cos ai — cos 02 ) • 


(6.30) 


6.4.5 Solenoide infini 


Dans la limite du solenoide infini R <C l, on a a\ 
le champ sur 1’axe devient 


0 et c ^2 — y 7T et 1’ expression de l’eq. (6.30 ) pour 


Mo Inz 


(6.31) 


oil on se rappelle que n = N/l correspond au nombre de spires par unite de longueur. Avec le theoreme 
d’Ampere du chapitre[7j nous pourrons montrer que ceci est la valeur partout a l’interieur du solenoide 
(dans la limite de R <C l) et que ^ a l’exterieur du solenoide. On remarquera les analogies du 
solenoide vis-a-vis du champ B par rapport au condensateur pour le champ ~lb . 
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Lois fondamentales de la magnetostatique 


7.1 Flux du champ magnetique 

7.1.1 Conservation du flux magnetique 

Nous avons vu dans le chapitre precedent que la forme microscopique de la loi de Biot-Savart 
permet de calculer le champ magnetique cree par n’importe quelle distribution de courant volumique 
j (voir l’eq. (6.21 ) ) . Cette loi est i’analogue de la loi de Coulomb en deetrostatique qui nous a permis 
d’en deduire les deux lois fonadamentales de Pelectrostatique : div.E = p/e o et ro Xe = 0 . 

De fagon analogue, nous verons dans ce chapitre, que la loi de Biot et Savart nous permmet 
d’en deduire deux lois fondamentales de la magnetostatique. Pour ce faire, nous allons d’abord ecrire 
eq.(6.21 ) avec une notation un peu plus sophistiquee ou r indique la position du point de mesure du 
champ M et indique la position de la source du champ P. L’element de volume, dV autour du point 
P sera ici denote d 3 r' et la forme microscopique de la loi de Biot-Savart avec cette notation s’ecrit : 


g(V) 


Mo 
47 r 


7 (?') A 




d?r' 


| V - 

Commengons par prendre la divergence du champ B en magnetostatique : 


(7.1) 


div r it ('F) 



I ("F / ) — j (T" 7 ) ■ rotr grad. 


r TPE5 r 


- V' 


3 „/ 


dV 


(7.2) 

ou l’indice r sur div r , rot r , et gracl,, nous rappelle que ces operateurs agissent sur la variable ~r^ (et 
pas sur "F 7 ). Dans la deuxieme ligne, nous avons utilise Pidentite : 

= b ■ rot iZ — 1% ■ rot b . 


div ^ A it 


(derive dans l’eq. ( 11.22) de l’Annexe des mathematiques) et le fait que : 

■ F -^ 7 


— grad r 


1 

1^- V 7 


|"F — 7^ 7 


(7.3) 


(7.4) 


Puisque j (l^ 7 ) est independant de "F, on a rot r j ("F 7 ) = 0 . Inserrant cette relation et Pidentite, 

rot grad / = 0 , (7.5) 
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dans l’eq. ( 7.2 ) nous donne une loi fondamentale de la magnetostatique : 



(7.6) 


Considerons maintenant une surface fermee S quelconque, c’est-a-dire pour laquelle on peut definir 
localement un element de surface = dSn dont le vecteur normal est orient# vers 1’exterieur (par 
convention). On peut maintenant appliquer le theoreme de Green-Ostrodgradsky sur le volume V a 


dS 



l’interieur de cette surface : 

= jjj^ div^dV = 0 . 

ou dans le dernier mernbre de droite nous avons utilise le fait que div£^ = 0. 

Ceci prend done la forme integrate d’une loi generate appele la conservation du flux magnetique 
qui dit que le flux du champ magnetique, a travers une surface fermee est nul, c.-a-d. : 


Ij l5-d& = 0 


(7.7) 


Bien que nous avons obtenu cette loi dans le contexte du magnetostatisme, on peut faire l’hypothese, 
qui s’avere etre vraie, que le champ magentique reste conserve meme si les champs et les courants varient 


avec le temps. Les equations (7.6) et (7.7) expriment done deux formes d’une meme loi fondamentale 


de la physique « la conservation du flux magnetique » . 

La conservation du flux magnetique est une propriete tres importante et montre une difference 
fondamentale entre le champ magnetique et le champ electrostatique. Nous avons vu, avec le theoreme 
de Gauss, que le flux du champ electrostatique depend des charges electriques contenues a l’interieur 
de la surface : 

Jfs e 0 

Si la charge totale est positive, le flux est positif et il « sort » de cette surface un champ electro- 
statique (source). Si la charge est negative, le flux est negatif et le champ « rentre » , converge vers 
la surface (puits). Cette propriete reste d’ailleurs egalement valable en regime variable. Rien de tel n’a 
jamais ete observe pour le champ magnetique. On ne connai t pas de charge magnetique analogue a la 
charge electrique (ce serait un « monopole magnetique » ) : done tout le champ qui rentre dans une 
surface fermee doit egalement en ressortir. La source la plus elementaire de champ magnetique est un 
dipole (deux polarites), comme l’aimant dont on ne peut dissocier le pole nord du pole sud. 


A partir de l’equation (7.7), on montre que le flux a travers une surface ouverte s’appuyant sur un 


contour ferine C est independant du choix de cette surface. Prenons deux surfaces distinctes Sj et S 2 
s’appuyant sur un meme contour C. La reunion de ces surfaces, S = Si + S 2 , forme une surface fermee. 
En orientant la surface S de l’interieur vers l’exterieur, la conservation du flux magnetique impose 


- $s 2 = 0 > 
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done = < f>5' 2 , e’est-a-dire le flux magnetique a travers n’importe quelle surface s’appuyant sur le 
meme contour C ( et utilisant la meme convention de normale) est independant du choix de la surface. 


dS=dS , 



7.1.2 Lignes de champ et tubes de flux 


Le concept de lignes de champ (egalement appelees lignes de force) est tres utile pour se faire une 
representation spatiale d’un champ de vecteurs. Ce sont ces lignes de champ qui sont tracees par la 
matiere sensible au champ magnetique, telle que la limaille de fer au voisinage d’un aimant. 

Definition 3 Une ligne de champ d’un champ de vecteur quelconque est une courbe C dans Vespace 
telle qu’en chacun de ses points le vecteur y soit tangent. 

Considerons un deplacement elementaire dl le long d’une ligne de champ magnetique C. Le fait 
que le champ magnetique il soit en tout point de C parallele a dl s’ecrit : 

ll A dl = "(? . 

En coordonnees cartesiennes dl = dxx + dyy + dzz et les lignes de champ sont calculees en resolvant : 


dx 

Bn- 


dy_ 

Bn, 


dz 

It 


En 


coordonnees spheriques dl = drr + rd60 + r sin ddcfxf) et l’equation des lignes devient 


dr rdO r sin ddcj) 
B r Bg B 0 


(7.8) 


La conservation du flux magnetique implique que les lignes de champ magnetique se referment sur 
elles-memes. 

Un tube de flux est une sorte de « rassemblement » de lignes de champ. Soit une surface Si 
s’appuyant sur une courbe ferrnee C telle que le champ magnetique y soit tangent (e’est-a-dire il _L 
dl ou dl est un vecteur elementaire de C ). En chaque point de C passe done une ligne de champ 
particuliere. En prolongeant ces lignes de champ on construit ainsi un tube de flux. 

Tout au long de ce tube, le flux magnetique est conserve. En effet, considerons une portion de tube 
cylindrique entre Si et S3, ayant un retrecissement en une surface S2. La surface S = Si + S3 + Sl, 
ou Sl est la surface laterale du tube, constitue une surface fermee. Done le flux a travers S est nul. 
Par ailleurs, le flux a travers la surface laterale est egalement nul, par definition des lignes de champ ( 
• d^5 = 0 sur Sl) ■ Done, le flux en Si est le meme qu’en S3. On peut faire le meme raisonnement 
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pour S 2 . Cependant puisque S\ > S 2 pour un flux identique, cela signifie que le champ magnetique 
est plus concentre en 62 . D’une maniere generale, plus les lignes de champ sont rapprochees et plus 
le champ magnetique est localement eleve. Les exemples les plus celebres de tubes de flux rencontres 
dans la nature sont les taches solaires. 


7.2 Circulation du champ magnetique 


7.2.1 Circulation du champ autour d’un fil infini 

Nous avons vu dans le chapitre precedent que la loi Biot et Savart predit que le champ B cree par 
un fil infini en un point M{r,(j),z ) s’ecrit en coordonnees cylindriques : 


t = f^$. 

2n p 

Considerons maintenant une courbe fermee quelconque C. Un deplacement elementaire le long de 
cette courbe s’ecrit dl = dpp + pdcjxj) + dzz. La circulation de ^ sur la courbe fermee C vaut alors : 



Plusieurs cas de figures peuvent se presenter : 

- Si C n’enlace pas le fil, §d(j) = 0 
Si C enlace le hi, <fd(f> = 2i r 
Si C enlace le £1 N fois, § d(f> = N2tt 

La circulation de sur une courbe fermee est done directement reliee au courant qui traverse la 
surface delimitee par cette courbe. C’est Ampere qui, en recherchant une explication du magnetisme 
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dans une theorie de la dynamique des courants, decouvrit cette propriety du champ magnetique. Elle 
est demontree ici sur un cas particulier a partir de la loi de Biot et Savart mais elle traduit une loi 
magnetostatique fondamentale connu sous le nom de theoreme d’Ampere. 

7.3 Le theoreme d’Ampere 

Theoreme 2 La circulation de le long d’une courbe C quelconque, orientee et fermee, appelee 
contour d’Ampere, est egale a fois la somme algebrique des courants enlacees par le countour (c.-a- 
d. le flux du courant traversent une surface ouverte delimitee par C ) 



MO-tsnl 


(7.9) 


Cette relation fondamentale est l’equivalent du theoreme de Gauss pour le champ electrostatique : elle 
relie le champ ( il ou E) a ses sources (le courant / ou la charge Q) dans le vide (k l’interieur d’un 
materiau il faut les corriger). Cependant, a la difference du theoreme de Gauss, elle n’est valable qu’en 
regime permanent (courants continus). 



Figure 7.1 - Courants enlaces par un contour, C, dans le contexte du theoreme d’Ampere 


Remarques : 

- Le theoreme d’Ampere et la loi de Biot et Savart ont la meme cause originelle. 

- Le choix du sens de la circulation sur le contour d’Ampere choisi est purenrent arbitraire. Une 
fois ce choix fait, la regie du bonhomme d’Ampere perrnet d’attribuer un signe aux courants qui 
traversent la surface ainsi delimitee. 

- Comme pour le theoreme de Gauss, ce qui compte c’est la somme algebrique des sources : par 
exemple, si deux courants de meme amplitude mais de sens differents traversent la surface, le 
courant total sera nul (voir figure ci-dessus). 

- Le theoreme d’Ampere est une forme integrate d’une loi fondamentale. Cette loi peut egalement 
etre ecrite sous forme differentielle : 



(7.10) 


Comme d’habitude, il est plus facile d’aller de la forme differentielle d’une loi fondamentale vers 
la forme integrate que dans le sens inverse. 


Le passage « forme differentielle » — > « forme integrate » du theoreme d’Ampere s’effectue avec 
le : 
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Theoreme 3 « Theoreme de Stokes » qui s’ecrit : La circulation d’un champ vectoriel A le long 
d’un contour C quelconque est egal au flux du rotationnel de~A a travers toute surface s’appuyant 
sur C : 



(7.11) 


En appliquant ce theoreme au 


champ et en se servant de P equation (7.10) on obtient : 



Exemple d’utilisation : le soleno’ide infini 


Considerons un soleno'ide infini, comportant n spires par unite de longueur, chacune parcou- 
rue par un courant I permanent. Etant donne la geometrie cylindrique du soleno'ide, on se place en 
coordonnees cylindriques, l’axe 2 etant Paxe du soleno'ide. La densite de courant est toroidal et s’ecrit 
j (p, <t>, z) = (p) <f> puisqu’il y a invariance par rotation autour de l’axe z et translation le long de 

ce merne axe. Done, le champ magnetique est poloidal et s’ecrit : 

^ (P, 4>, z) = B z ( p ) z . 


(II n’y a pas de champ dans la direction p a cause du fait que z =Cste est un plan de symetrie pour 
un solenoide infini.) 

On choisit trois contours d’Ampere, chacun en forme de rectangle de longueur arbitraire l et aux 
arrets (A,B,C,D) (voir figure) : 


/ 



B(p)=B z (p)t 



- Contour (1) : 


(i) 


l5-dt=[ E^-dl+f it-dl+f dt = 0 , 

Jab J bc Jcd Jda 


^ ( PAB ) • Zdz + ^ ( PCD ) ■ Zdz 


= 0 , 


B z ( PAB ) l = B z ( PCD ) l • 


Done, le champ magnetique est uniforme a l’interieur du soleno'ide (infini) (pour p < R B z (p) = 
Cste — -Bint ) * 
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- Contour (2) : on obtient le meme resultat, c’est-a-dire un champ uniforme a Pexterieur. Mais 
comme ce champ doit etre nul a I’infini, on en deduit qu’il est nul partout (pour p > R, B z (p) = 

t = 0). 

- Contour (3) : 



t d t = [ t t+( t t+( t t+( t t = 


iab 


' BC 


I CD 


IDA 


/ I^(pcd) ■ zdz = -nlp 0 I . 

Jo 


B z ( PCD ) = B = p 0 nl 


—nlpol 


En resume : le champ magnetique est faible Pexterieur d’un solenoide et le champ a Pinterieur 
(oriente le long de l’axe du solenoide) est approximativement uniforme avec : 


B 


int = Ponlz , 


(7.12) 


ou n est le nombre de spires par unite de longueur et I est le courant dans chaque spire. 


7.3.1 Relations de continuite du champ magnetique 

Puisque le courant est la source du champ magnetique, on peut se demander ce qui se passe a la 
traversee d’une nappe de courant. Comme pour le champ electrostatique, va-t-on voir une discontinuite 
dans le champ ? 

Soit une distribution surfacique de courant j s separant l’espace en deux regions 1 et 2. Considerons 



Figure 7.2 - Nappe de courant surfacique : continuite de la composante normale de B 

une surface Active fermee et infinitesimalle (illustree en figure [72] ) , traversant la nappe de courant. La 
conservation du flux magnetique a travers cette surface s’ecrit : 



ou Sl est la surface laterale. Lorsqu’on fait tendre le volume contenu par cette surface a zero (c.-a-d. 
Si tend vers S 2 ), on obtient 


Sj%^jjE 

S2 Si 



= 0 


JJ (l5 2 - • n 12 dS = 0 , 

s 
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puisque dS 2 = — dS\ = dSn\2 dans cette limite. Ce resultat etant valable quelque soit la surface S 
choisie, on vient done de demontrer que : 



(7.13) 


Pour la composante tangentielle, nous allons utiliser le theoreme d’Ampere. Considerons le contour 
d’Ampere infinitossimal illustre en figure [773] : 



Figure 7.3 - Nappe de courant surfacique : discontinuity de la composante tangentielle de B 
Le theoreme d’Ampere pour ce countour s’ecrit alors : 


(b it • dl = / B • dl + 
J Jab 


t-t+f t-t+f t-t 


+ / B ■ dl + / ^ ■ dl — jUfl/eni . 

! BC J CD JDA 


Le courant I en 1 est celui qui circule sur la nappe, autrement dit, il est defini par la densite de courant 
surfacique : 


Tenl — 


3 db = 


ABCD 


I MN 


(js-T^jdl, 


ou (mA , ni2,rj est un triedre direct. Dans la limite DA -A- 0, le theoreme d’Ampere fournit 


!mn 


(Bx-B^ - A 


= Mo 


I MN 


~j s-t) dl . 


Puisque MN est quelconque (sur la surface), on doit avoir : 

(jl 1 - ■ dt = pAj s ■ rdl , 


rnais 


(^1 - lt 2 ) • d% = - it 2 ) • (f A -ni 2 ) dl 

■ rdl , 


= [(-^i _ ^2 ) A ni2 

e’est-a-dire (puisque la direction de f est arbitraire) 


ni2 A 


•1 I = Mo 3 s 


(7.14) 


En resume, a la traversee d’une nappe de courant, 

- la composante normale du champ magnetique reste continue, 

- la composante tangentielle du champ magnetique est discontinue. 
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7.4 « Potentiel vecteur » 


Une consequence mathematique de la loi divi^ = 0 (cf. l’eq. ( 7.6 ) ), est que 1’on peut toujours definir 
un champ vectoriel 2 tel que 2 = rot 2. On appelle 2 le « potentiel vecteur » meme s’il n’a pas les 
proprietes d’un potentiel. 

De plus est, le champ 2 n’est pas bien definie puisqu’on peut toujours ajouter le gradient d’un 
champ scalaire / a 2 sans changer sa rotationnelle 

2 ' = 2 + grad/ 

rot 2 ' = rot 2 + rot grad/ = rot 2 = 2 , 

Inserant 2 = rot 2 dans rot 2 = /iq j , on obtient une equation differentielle pour 2 : 

rot rot 2 = grad div^t — = po 3 > (7.15) 


ou nous avons utilise une autre identite mathematique (voir la demonstration (11.20) de l’Annexe des 


mathematiques) rot rot = graddiv — A. On peut enlever une partie de la liberte dans la definition 
de 2 en imposant la contrainte de la « gauge de Coulomb» , c.-a.-d. on impose la condition : 


div/t = 0 . 


(7.16) 


Ainsi P equation (7.15) dans cette gauge devient : 


A t = -, 


-To 3 


(7.17) 


On remarque qu’en dehors de sa nature vectoriel cette equation a la me forme que l’equation de Poisson 
( AV = —p/e o) que nous avons deja rencontre dans l’electrostatique. 

La solution pour 2 de l’eq. ( 7. 17 ) se trouve par analogie directe avec celle de V en electrostatique : 


2 (M) 


To 

47T 


3 ( P)dV 


p2t 


(7.18) 


On obtient la formule pour 2 produit par un circuit filiforme^ en suivant la meme logique qui nous 
a perrnis de passer de l’eq.f 6.21 ) pour le champ 2 en terrnes de j a la loi de Biot et Savart (l’eq. (6.22 ) 


dans le chapitre[6j On obtient 


amsi 


*<") = £/ 


2, 


circuit 


pM 


(7.19) 


Meme si les equations ( 7. 18|) et (7.19) sont analogues a Pexpression integrale d’un potentiel scalaire 
(d’ou le nom potentiel vecteur), elles sont moins pratiques a l’utilisation, puisque qu’il s’agit d’effectuer 
des integrales d’une quantity vectorielle. 

Les physiciens se mefiaient au depart du potentiel vecteur a cause de la liberte du choix de gauge et 
du fait qu’il ne s’agit pas d’une quantite directement mesurable (en contraste avec les champs 2, 2, 
et V). Ce point de vue etait radicalement modifie a 1' arrive; de la mecanique quantique dans laquelle la 
force joue un role moins important que 1’energie et par consequent les champs 2 et V se sont trouves 
dans le role de vedette tandis que les champs 2 et 2 ont ete relegues a des roles secondaires. 
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7.5 Quatre fagons de calculer le champ magnetique 

En guise de resume voici des conseils sur les methodes a employer pour calculer le champ magne- 
tique. 

- La formule de Biot et Savart : elle n’est pratique que lorsqu’on sait calculer l’addition 
vectorielle des champs dl ^ crees par tous les elements du circuit (souvent des circuits filiformes). 


- Le theoreme d’ Ampere : il faut etre capable de calculer la circulation du champ sur un contour 
choisi. Cela necessite done une symetrie relativement simple des courants. 

- La conservation du flux : a n’utiliser que si Ton connai t deja son expression dans une autre 
region de l’espace. 


Le potentiel vecteur : On calcul le potentiel vecteur X par une methode qui ressemble 
a celle du calcul du potentiel scalaire en electrostatique. Neanmoins, il faut calculer ses trois 
composantes dans une region donnee et ensuite pouvoir calculer rot A afin d’obtenir le champ 

X. 


Dans tous les cas, il faut prendre en compte les proprietes de symetrie de la densite de courant. 


7.6 Le dipole magnetique 

7.6.1 Champ magnetique cree par une spire 

Soit une spire plane, de forme quelconque, de centre d’inertie O, parcourue par un courant per- 
manent I. Nous allons calculer le champ magnetique cree par cette spire en tout point M de l’espace, 
situe a grande distance de la spire (precisement, a des distances grandes comparees a la taille de la 
spire). On pose (cf. figure ci-dessous) 

? = oaX = ¥aX y = a^ = ^-^' f = — . 

r 



Figure 7.4 - Dipole magetique : champ loin d’une spire de courant 


Bien qu’on pourrait trouver le champ magnetique cree par le circuit directement a partie de la 
formule de Biot et Savart, il est instructif d’arriver a ce resultat en employant le potentiel vecteur 
Le potentiel vecteur associe avec la spire de courant s’ecrit : 

di 




4t r 7 - PM At t T 

J spire 1 lv± J si 


spire 


avec r 


' = PM = 


oM - of> 


1/2 


= I r 2 + p 2 - 2C)P ■ OM j 
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ou nous avons utilise le fait que dl = dOP = dp dans le plan de la spire. On se rappelle qu’on emploie 
la limite r p, pour tout point P appartenant a la spire, done : 


oP i* 


11 p 2 

? ~r\ 1 + ^~ 2 ~ r 2 


- 1/2 


1 ^ 


— - H A — \- O [ 


et Ton obtient : 


U20) 

rr/l ./spire ' ' Aspire rr/l ' Aspire 


La premiere integrate de l’eq. ( 7.20 ) se fait rapidement. Si on decompose le vecteur ~f$ dans une base 


(e"i, < 22 ) engendrant le plan de la spire, on a : 


dp = 0 = e\ ® dpi + e 2 ® dp 2 = 0 . 

spire J spire J spire 


puisque chaque integrate est nulle : 


<fi dpi = [pi (Pq) - pi (P 0 )] = 0 = <£ dp2 ■ 

J spire J spire 

II faut maintenant evaluer la deuxieme integrate de l’eq. ( 7.20 ) . Si on decompose les vecteurs et 


dans une base (ef, e 2 ) engendrant le plan de la spire, on a : 

f dp (j? ■T’) = ® {dpi (pin + p 2 r 2 ) ei + dp 2 {pm + p 2 r 2 ) e 2 } = 0 . 

J spire J spire 


(7.21) 


/ spire 

On remarque d’abord que : 


spire 




d [p\ + pi) = 2 P (pidpi + p 2 dp 2 ) = 0 , (7.22) 

J spire J spire 


/ spire J spire 

puisqu’on revient au meme point depart de Pq. De la meme maniere : 


f d(pip 2 ) = ® pidp 2 + ® p 2 dpi = [_PiP2]p{ = 0 
J spire J spire J spire 


et on a done l’egalite : 


p 2 dpi = ~ f Pidp2 
spire J spire 


(7.23) 


Utilisant les relations (7.22) et (7.23) dans l’eq.( 7.21 ) donne : 


® dp (7^ • ~P) = r 2 ® p 2 dpiei + n ® pidp 2 e 2 

J spire J spire J spire 

= (-r 2 ei + ne 2 ) \ f (pidp 2 - P 2 dpi) 

^ J spire 

Th A T ^ f 

= — - — f {pidp 2 - p2dpi) 

^ J spire 


= Sn A , 


(7.24) 
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la derniere ligne de l’eq. ( 7.24 ) nous avons utilise l’integrale : 


ou n = e 3 est le vecteur normal au plan de la spire (vecteur de base de 1’axe 3) et S sa surface. Dans 

= Sn . (7.25) 


f ~ft A dp = n ^ (b {pidp 2 - P2dp\) 

J spire L z J spire 


/spire L Aspire 

Ce calcul est general, valable quelle que soit la surface. En effet, une surface elementaire dS, telle que : 


-~ft A dp = dSn 


est toujours engendree lors d’un petit deplacement du vecteur ~ft (voir la figure [7h|) 


n 


CIS 



Figure 7.5 - Surface elementaire d’une spire 
On obtient done une expression relativement simple pour le potentiel ~A loin de la spire : 

t(M) 


4:irr z 47T 


(7.26) 


ou on voit apparai tre une grandeur importante car decrivant completement la spire « vue » depuis 
une grande distance, a savoir le moment magnetique dipolaire : 


rfi = ISn 


(7.27) 


Le champ magnetique se deduit de = rot : 

47 r 


ho 

= ro 

47T 


nt A 


On invoque maintenant une relation d’analyse vectorielle (cf. l’eq. (11.21) de l’annexe des mathema- 
tiques) : 


ro 


H = / rot V + grad / A 


— > 


^ = rft A~ft et f = —* 


avec 


Pour le deuxieme terme du second membre ci-dessus, on se rappel que grad (l/r 3 ) = —3 "r^/r 5 , alors 
que pour le premier term du second membre, on utilise le fait que : 


/ 

m x 


X 

) 


X 

y 

z 


m.y 

A 

y 


- 

JE 

dx 

a 

dy 

a 

dz 

V 

m z 


z 

J 


zrriy - ym z 

xm z — zm x 

ym x - xrriy 


rot (rfi A -ft) = rot 

= 2 m x x + 2 m y y + 2 m z z = 2 r& , 


ou nous avons utilise la formulation « determinant » afin de calculer le rotationnelle. Mettant tout 
ceci dans l’Eq.( 7.6.1), on obtient le champ, i^, du dipole magnetique : 

ho 


B(M ) 


47rr 3 


[2fr& — 3r A (rft A r) ] 


(7.28) 
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On obtient une expression equivalence (et un peu plus simple) pour en faisant appel a l’egalite 
r A (r& A r ) = rfi (r ■ r) — r (r • ht) : 


^{M) = 4^3 [3f(nfc-f) -?3] , 


(7.29) 


ce qui peut egalement s’ecrire : 


(M) = — —grad 
47T 




(7.30) 


En coordonnees spheriques, r - rrl = m cos 6 et les composantes poloidales du champ s’ecrivent : 


B r = ^ 2m cos 0 Bg = - 0 m sin 0 . 

47rj.cs 47rr d 


Remarque : On constate que le champ d’un dipole magnetique est analogue au champ produit 
par un dipole electrique : 


E (M) 


47T60 


grad 




(voir chapitre [5] et l’eq.( |5.5[ ) en particulier) 

Cette analogie est assez surprenante cornpte tenu du fait que les equations et les sources de sont 
bien different es que celles de 


Lignes de champ d’un dipole magnetique 

Pour le dipole magnetique « ponctuelle » les equations pour les lignes de champ, B, sont entiere- 
ment analogues a celles du champ pour le dipole electrique. Ici, l’equation des lignes de champ en 
coordonnees spheriques fournit (voir (|7.8[) ) : 


dt A ^ = if 


■ d(p = 0 et 


-r-N^2m cos 9 

47rr*' 3 


^3 2 m 
47t 


dr cos Odd 
r sin 0 ’ 


done les lignes de champ magnetique sont obtenues en integrant les deux cotes : 

=>• In r = 2 In (sin 0) + C =>• r (0) = K sin 2 6 

ou K est une constante. 




Figure 7.6 - Lignes de champ magnetiques produites par des dipoles magnetiques. Exemples : (a) 
une spire de courant, (b) le champ magnetique terrestre. 
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Champ magnetique en presence de la 
matiere 


8.1 Le modele du dipole en physique 


Comme nous avons remarque dans le chapitre precedent, les expression du champ magnetique cree 
par une spire de courant (dipole magnetique r& = ISn) est formellement equivalente a celle du champ 
electrostatique cree par un systeme de deux charges opposees (dipole electrique = q^L ) 


ll(M) 


Mo 

47T 


grad 



^ (AT) 


1 

4vre 0 



Cependant, pour le champ magnetique, il s’avere impossible de separer le dipole en une charge ma- 
gnetique « + » et une autre « - » . Le dipole est la premiere source de champ magnetique. C’est la 
raison pour laquelle il joue un si grand role dans la modelisation des effets magnetiques observes dans 
la nature, au niveau microscopique comme macroscopique. 

L’origine du champ magnetique d’un materiau quelconque (ex : aimant) doit etre microscopique. 
En utilisant le modele atomique de Bohr, on peut se convaincre que les atonies (du moins certains) 
ont un moment magnetique dipolaire intrinseque. Le modele de Bohr de l’atome d’Hydrogene 
consiste en un electron de charge q e = —e en mouvement circulaire uniforme autour d’un noyau central 
(un proton) avec une periode T e = 



Si on regarde sur des echelles de temps longues par rapport a T e , tout se passe comme s’il y avait 
un courant 


Ie = 


Qe 

T e 


q e u 

2vr 
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On a done une sorte de spire circulaire, de rayon moyen la distance moyenne au proton, e’est-a-dire le 
rayon de Bohr oq. L’atome d’Hydrogene aurait done un moment magnetique intrinseque : 


rift = I e Sn = 

= ^r e 

2m e 


q e u 2 


a 0 n = 


Qe 

2rn f 


{in e oja^ri) 


( 8 . 1 ) 


ou L e est le moment cinetique de l’electron et q e /2m e est appele le facteur gyromagnetique. 

Ce raisonnement peut se generaliser aux autres atomes. En effet, un ensemble de charges en rotation 
autour d’un axe produit un moment magnetique proportionnel au moment cinetique total. Cela se 
produit meme si la charge totale est nulle (materiau ou atome neutre) : ce qui compte e’est 1’existence 
d’un courant. II suffit done d’avoir un decalage, meme leger, entre les vitesses des charges « + » et 
celles des charges « - » . 

Du coup, on peut expliquer qualitativement les proprietes magnetiques des materiaux en fonction 
de l’orientation des moments magnetiques des atomes qui les composent : 


- Materiaux diamagnetiques : produisent un moment magnetique induit, proportionnel au 
champ magnetique applique, qui s’oppose a ce dernier. Le champ resultant est d’intensite 
inferieure au champ applique. 


- Materiaux paramagnetiques : Leurs contituants ont des moments dipolaires magnetiques 
intrinseques qui peuvent s’aligner avec un champ magnetique externe. Elies peuvent ainsi etre 
aimantes momentanement et le resultant est d’intensite superieure au champ applique. 


- Materiaux ferromagnetiques : ceux dont les moments sont deja orientes dans une direction 
particuliere, de fagon permanente (aimants naturels). 


La Terre est c.onnue pour avoir un champ magnetique dipolaire, ou le pole Nord magnetique cor- 
respond approximativement au pole Sud geographique. Au niveau macroscopique, 1’explication de 
1’existence du champ magnetique observe sur les planetes et sur les etoiles est encore aujourd’hui loin 
d’etre satisfaisante. La theorie de 1 ’effet dynamo essaye de rendre compte des champs observes par la 
presence de courants, essentiellement azimutaux, dans le cceur des astres. 

Plusieurs faits connus restent partiellement inexpliques : 


- Les cycles magnetiques : le Soleil a un champ magnetique a grande echelle qui ressemble a 
celui de la Terre, approximativement dipolaire. Cependant, il y a une inversion de polarite tous 
les 11 ans. Pour la Terre, on a pu mettre en evidence qu’il y avait eu une inversion il v a environ 
700.000 ans. Par ailleurs, on observe des fluctuations du champ. 

Non-alignement avec le moment cinetique de Pastre : s’il est de l’ordre d’une dizaine de 
degres pour la Terre (avec une modification de la direction de 1’axe magnetique d’environ 15’ par 
an), il est de 90° pour celui de Neptune! 

8.2 La magnetisation 

On vient de voir dans la section precedente que les constituants atomiques de la matiere peuvent 
agir comme de petites boucles de courants et donnent naissance a des champs magnetiques dipolaires. 
Pour les milieux diamagnetiques et paramagnetiques le moment de magnetique est proportionnelle 
au champ magnetique incident sur l’atome. Done, par analogic avec le traitement des dielectriques, 
on definit une densite volumique de moment dipolaire a} (appele magnetisation) tel que le moment 
magnetique d’un volume infinitesimal dV est donne par drift, = A^dV. 
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On definit egalement une susceptibility magnetique Xm qui donne la proportionnalite entre A? 
et B, caracteristique du materiau en question : 


MO 


( 8 . 2 ) 


ou Xm est un nombre sans dimension qui est typiquement de 1’ordre de Xm ~ — 10~ 5 pour les materiaux 
diamagnetiques et Xm ~ 10~ 3 pour des materiaux paramagnetiques. A cause de la petite taille de Xm 
on peut dans beaucoup de situations ignorer la presence de la matiere sur les effets magnetiques et 
calculer le champ magnetique comme s’il s’aggissait du vide. 

Les materiaux ferromagnetiques font une grande exception a la regie ci-dessus. Pour ces materiaux, 
les moments dipolaires s’agissent entre eux fortement et tendent a tous s’aligner dans le meme sens 
(au moins a l’interieur d’un domaine cristallin). 

La densite de courant, ~J m -, (de nature atomique) associee avec l’existence de A?, se trouve avec la 
relation : 

~J m = roliV^ (8.3) 

L’equation d’ampere s’ecrit done 

rol^ = Mo m Aj^iibre) (8.4) 

ou j libre sont des courants manipules dans une experience (usuellement dans des fils electriqiues) 


8.3 Le champ « H » 

Puisque nous n’avons pas de controle direct dej m (et ses moments dipolaires magnetiques mi- 
croscopiques associes), il s’avere pratiejue en presence de la matiere de definir un cham p auxiliaire H 
de fagon analogue avec le champ auxiliaire D en electrostatique (voir le section 5.2 ). Le champ I ? 
regroupe le A? avec le champ ^ de la fagon suivante : 


H = M 

Mo 


(8.5) 


On obtient 1 Aquation differentielle de pi en prenant la rotationnelle de l’eq. ( 8.5 ) et utilisant ensuite les 


eejuations (8.4) et (8.3). On obtient ainsi L’equation differentielle de H en magnetostatique : 


raiH = 


3 libre 


Pour des materiaux diamagnetiques et paramegnetiques, A^ est proportionelle a 


( 8 . 6 ) 


et on peut ecrire 


^ = B__ Xmi 
Mo Mo 


Mo 


(1 - Xm)t 


/i r /iQ 


fi r — 


(1 - Xm) 


(8.7) 


On appelle Mr = 1/(1 — Xm) la permeability magnetique relative du materiel. La relation entre I i 
et ^ pour les milieux lineaires est : 


H = 


/iQ/^r 


( 8 . 8 ) 
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Si la symetrie du probleme est suffisamment elevee, on peut obtenir en faisant appel a la forme 


integrate de l’eq. (8.6 ) 


3-3 = 


-fenl 


C 


( 8 . 9 ) 


,-1 


Cette expression nous dicte les unites du champ comme etant A.m“ 

Remarque : Si on compare attentivement les definitions des champs auxiliaires it et l3, ainsi que 
les parametres constitutifs associes, e r et p r , on remarquera quelques differences un peu troublantes 
(de signe etc.). Ces differences regrettables ne viennent pas de la physique elle-meme mais plutot d’un 
accident de parcours historique. Elies proviennent du fait qu’au debut, les physiciens pensaient que L t 
etait le champ fondamental et ^ le champ auxiliaire. Ainsi, autrefois (et parfois encore), on appelait 
H le champ magnetique et B le champ « d’induction magnetique » . De nos jours, on prefere appeler 
le champ fondamentale R le champ magnetique, et le champ f? simplement le champ « H » . 
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Chapitre 9 

Actions et energie magnetiques 


9.1 Force magnetique sur une particule chargee 

Ce qui a ete dit aux chapitres precedents concerne plus particulierement les aspects macroscopiques, 
par exemple, le champ magnetique measurable cree par un circuit electrique. Or, le courant circulant 
dans un circuit est du au deplacement de particules chargees. Nous prendrons done le parti id de poser 
l’expression de la force magnetique s’exergant sur une particule (sans la demontrer) puis de montrer 
comment s’exprime cette force sur un circuit. Historiquement bien sur, e’est la force de Laplace qui a 
ete mise en evidence la premiere, la force de Lorentz n’est venue que bien plus tard. . . 


9.1.1 La force de Lorentz 

La force totale, electrique et magnetique (on dit electromagnetique) subie par une particule de 
charge q et de vitesse 1? mesuree dans un referentiel galileen est l’ equation de Lorentz : 

(9.1) 

On appelle cette force la force de Lorentz. On peut la mettre sous la forme : 



~F = ~F P + 


F e = qE 

F" m = qlt a 


ou ~P e est la composante electrique et la composante magnetique. La composante magnetique de 
la force de Lorentz (parfois appelee force magnetique) possede un ensemble de proprietes remar quables : 

1. La force magnetique ne fournit pas de travail. Si on applique la relation fondamentale de 
la dynamique pour une particule de masse m et charge q, on obtient : 

Fbn = qlt A B = m^- , 
dt 


d (l 


— -mv 


= f^mlt -it) = ml? ■ ^1? = ql? ■ (it A = 0 


L’ energie cinetique de la particule est done bien conservee. 

2. La force magnetique est une correction en (e/c) 2 a la force de Coulomb, ou c est 
la vitesse de la lumiere. Ceci se voit en regardant la force d’interaction entre deux particules 
chargees : 


A 9192 

F 1— >2 — 9 “ 

47re 0 rf 2 


U 12 H A A U 12 
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3. Violation du principe d’ action et de reaction. On peut aisement verifier sur un cas parti- 
culier simple que la force magnetique ne satisfait pas le 3 eme principe de Newton. Pour c.ela, il 
suffit de prendre une particule 1 se dirigeant vers une particule 2. Le champ magnetique cree par 
1 sera alors nul a l’emplacement de la particule 2 : 

s, = 3^,a« 12 =o, 

et done la force i _>2 sera nulle. Mais si la deuxieme particule ne se dirige pas vers la premiere, son 
champ magnetique sera non nul en 1 et il y aura une force i^ 2 -su non nulle. . . (N.B. Il ne faut pas 
penser pour autant que 1’ electromagnetisme viole la conservation de la quantite de mouvement. 
La theorie est incomplete a ce stade puisque on ne parle que de courants stationnaires. La 
conservation de la quantite de mouvement sera restauree une fois que nous aurons les equations 
completes de l’electrodynamique.) 


9.1.2 Trajectoire d’une particule chargee en presence d’un champ magnetique 

Considerons une particule de masse m placee dans un champ magnetique uniforme avec une vitesse 
initiale v (t = 0) = lt 0 . La relation fondamentale de la dynamique s’ecrit 


^lt = - (it AS) 

dt m \ / 


Puisque la force magnetique est nulle dans la direction du champ, cette direction est privilegiee. On 
va done tirer parti de cette information et decomposer la vitesse en deux composantes, l’une parallele 
et 1’ autre perpendiculaire au champ, it = ity + v j_. L’equation du mouvement s’ecrit alors 

< ^ 




La trajectoire reste done rectiligne uniforme dans la direction du champ. Prenons un repere cartesien 
dont l’axe z est donne par le champ it = Bz. Le produit it A ^ dans ce repere s’ecrit 


= VyBx - v x By 


et l’equation portant sur la composante perpendiculaire se decompose alors en deux equations : 


it A it = 

V x 


’ 0 " 

Vy 

A 

0 


_ «|| _ 


B 


dt Vx ~ uv y 

m v v = UVx 


ou u = 


qB 


m 


Ce systeme se ramene a deux equations de la forme = —u 2 Vi (pour i = x, y) et on a done pour 
solution 

dx 

— = Vx = tq _ 0 COS Ut 

dy 

-jj = v y = u_l 0 sin cot 

ou Ton a choisi une vitesse initiale suivant x, v± Q = v± 0 x. En integrant une deuxieme fois ce systeme 
on obtient 

x = — r 1 sm uit 

Uj 

v± 0 , 

y = cos t at 

V U) 
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Figure 9.1 - Cas particulier d’une particule de charge negative (rotation dans le sens direct) 

ou les constantes d’integration ont ete choisies nulles (choix arbitraire). La trajectoire est done un 
cercle de rayon = 

dite pulsation gyro- synchrotron. Ce cercle est parcouru dans le sens conventionnel positif pour des 
charges negatives. 

Le rayon de Larmor correspond a la « distance » la plus grande que peut parcourir une particule 
dans la direction transverse avant d’etre deviee de sa trajectoire. Cela correspond done a une sorte de 
distance de piegeage. A moins de recevoir de l’energie cinetique supplementaire, une particule chargee 
est ainsi piegee dans un champ magnetique. 

II est interessant de noter que plus l’energie cinetique transverse d’une particule est elevee (grande 
masse ou grande vitesse transverse) et plus le rayon de Larmor est grand. Inversement, plus le champ 
magnetique est el eve et plus ce rayon est petit. 

Remarque : Nous avons vu au chapitre[7]qu’une charge en mouvement cree un champ magnetique. 
Done, une particule mise en rotation par l’effet d’un champ magnetique exterieur va creer son propre 
champ. II n’en a pas ete tenu compte dans le calcul precedent, celui-ci etant la plupart du temps 
negligeable. 


mv ±Q 

qB 


le rayon de Larmor, decrit avec la pulsation ui = 


_ \q\B 


9.1.3 Distinction entre champ electrique et champ electrostatique 

Nous allons traiter ici un probleme un peu subtil. En mecanique classique, il y a trois principes 
fondamentaux : le principe d’inertie, la relation fondamentale de la dynamique et le principe d’action 
et de reaction. Nous avons deja vu que la force magnetique F m = q A if j ne satisfaisait pas au 
3 eme principe. Mais il y a pire. Pour pouvoir appliquer la relation fondamentale de la dynamique, il 
faut se choisir un referentiel galileen. Ce choix etant arbitraire, les lois de la physique doivent etre 
independantes de ce choix (invariance galileenne). Autrement dit, les veritables forces doivent etre 
independantes du referentiel. Il est clair que ce n’est pas le cas de la force magnetique En effet, 
considerons une particule q se deplagant dans un champ magnetique avec une vitesse constante dans 
le referentiel du laboratoire. Dans ce referentiel, elle va subir une force magnetique qui va devier sa 
trajectoire. Mais si on se place dans le referentiel propre de la particule (en translation uniforme par 
rapport au laboratoire, done galileen), sa vitesse est nulle. Il n’y a done pas de force et elle ne devrait 
pas etre deviee! Comment resoudre ce paradoxe? C’est Lorentz qui a donne une solution formelle a ce 
probleme, mais c’est Einstein qui lui a donne un sens grace a la theorie de la relativite. La veritable 
force, electromagnetique, est la force de Lorentz 

= q (lii + it A 
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Supposons que cette partic.ule soit soumise a un champ electrostatique E et un champ magnetique 
ll, mesures dans le referentiel M du laboratoire. Dans un referentiel M' ou la particule est au repos, le 
terme magnetique sera nul. Si on exige alors Pinvariance de la force, on doit ecrire 

= qlt' = f = q (it, + ^ A fT) 

Le champ E' « vu » dans le referentiel M' est done la somme du champ electrostatique ~^ s et d’un 
autre champ, appele champ electromoteur = it A . Ainsi, on a bien conserve Pinvariance de la 
force lors d’un changement de referentiel, mais au prix d’une complexification du champ electrique qui 
n’est plus simplement un champ electrostatique ! 


Deux consequences importantes : 

1. La circulation d’un champ electrique E = E s + ~^ rn est en generale non nulle a cause du terme 
electromoteur (d’ou son nom d’ailleurs) : celui-ci peut done creer une difference de potentiel qui 
va engendrer un courant, ce qui n’est pas possible avec un champ purement electrostatique. 

2. Le champ electrique « vu » dans M 7 depend du champ magnetique « vu » dans M. On ne peut 
done pas appliquer la regie de changement de referentiel classique (transformation galileenne) 
mais une autre, plus complexe (transformation de Lorentz). Champs electrique et magnetique 
dependent tous deux du referentiel, la comprehension de ce phenomene electromagnetique ne 
pouvant se faire que dans le contexte de la relativity. 


Ceci dit, nous utiliserons tout de meme l’expression de la force magnetique ou de Lorentz pour 
calculer, par exemple, des trajectories de particules dans le formalisme de la mecanique classique. On 
ne devrait pas obtenir des resultats trop aberrants tant que leurs vitesses restent tres inferieures 
a celle de la lumiere. 

Une derniere remarque : nous avons implicitement suppose que la charge q de la particule etait la 
meme dans les deux referentiels. Cela n’est a priori pas une evidence. Nous pouvons en effet imposer que 
toute propriete fondamentale de la matiere soit effectivement invariante par changement de referentiel. 
Le concept de masse, par exemple, necessite une attention particuliere. En effet, tout corps massif 
possede un invariant appele « masse au repos » . Cependant sa « masse dynamique » (impulsion 
divisee par sa vitesse) sera d’autant plus elevee que ce corps aura une vitesse s’approchant de celle 
de la lumiere. Nous admettrons done que la charge electrique est bien un invariant (dit 
relativiste) . 


9.2 Actions magnetiques sur un circuit ferme 

9.2.1 La force de Laplace 

Nous avons vu que la force subie par une particule chargee en mouvement dans un champ magne- 
tique, la force Lorentz, s’ecrit ; + it A . Considerons un milieu comportant a especes 

differentes de particules chargees, chaque espece ayant une densite volumique n a , et une vitesse lt a . 
Ces divers porteurs de charges sont done responsables d’une densite locale de courant 

~3 = ^2 « 

a 

Par ailleurs, chaque particule etant soumise a la force de Lorentz, la force s’exergant sur un element 
de volume dV comportant Yl a n op3 a particules s’ecrit 

d 3 F = ^2 n a9a ^ a A ^ j dV 
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On voit done apparaitre une force due au champ electrique. Cependant, si le volume elementaire 
que 1’on considere est suffisamment grand pour que s’y trouve un grand nombre de particules et si le 
conducteur est electriquement neutre, on doit avoir 

^ n a q a = 0 

a 


ce qui annule la force electrique. 

On obtient alors d 3 F = n aQa ^ a A it j dV = (J2 a n aqa'^a) A itdV, e’est-a-dire : 


¥f = ~j A it dV 


(9.3) 


Nous avons done ci-dessus 1’expression generale de la force creee par un champ magnetique exterieur sur 
une densite de courant quelconque circulant dans un conducteur neutre (la resultante est evidemment 
donnee par l’integrale sur le volume). 

Dans le cas particulier d’un conducteur filiforme, l’element de volume s’ecrit dV = d$ ■ dl, ou dl 
est un element de longueur infinitesimal oriente dans la direction de j et cl& une surface infinitesimale 
(voir figure ci-dessous). Dans le cas d’un circuit filiforme (tres mince done ou Ton peut considerer que 



S : Section du fil 

le champ it est constant), la force qui s’exerce sur une longueur dl du fil s’ecrit 

dP L = jj (7 A 5) !§ -2 = j j (J -d§) 2 a t 

= i2 a2 


La force qui s’exerce sur un conducteur ferme, parcouru par un courant permanent I, 
de Laplace , vaut 

F l = ® dF L = I(l dl A it 

J circuit J circuit 


appelee force 


(9.4) 


Cette force s’applique sur un circuit qui est un solide. Dans ce cours, on ne considerera que 
des circuits pour lesquels on pourra appliquer le principe fondamental de la mecanique, en assimilant 
ceux-ci a des points materiels (leur centre d’inertie). Aucun element de longueur ne sera privilegie : la 
force ~dpL = Idl A it s applique au milieu de chaque portion dl. 


Remarques : 


1. Ayant ete etablie a partir d’equations valables uniquement en regime permanent, cette expression 
n’est vraie que pour un courant permanent. II faut en particulier faire attention a integrer la force 
sur le circuit ferme. 
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Pour des circuits fermes de forme complexe, il devient difficile de calculer la force rnagne- 
tique a partir de l’expression de la force de Laplace. Dans ce cas, il vaut mieux utiliser une 
methode energetique (travaux virtuels, voir 9.3.3 plus bas). 


3. A partir de la force de Lorentz, qui est une force microscopique agissant sur des particules 
individuelles et qui ne travaille pas, nous avons obtenu une force macroscopique agissant sur un 
solide. Cette force est capable de deplacer le solide et done d’exercer un travail non nul. Comment 
comprendre ce resultat ? Il faut interpreter la force de Laplace comme la resultante de 1’action des 
particules sur le reseau cristallin du conducteur. C’est done une sorte de reaction du support a la 
force de Lorentz agissant sur ses constituants charges. Au niveau microscopique cela se traduit 
par la presence d’un champ electrostatique, le champ de Hall{ voir TD ). 


4. Bien que la force de Lorentz ne satisfasse pas le principe d’ Action et de Reaction, 
la force de Laplace entre deux circuits, elle, le satisfait! (voir complement 9.4) La 
raison profonde reside dans l’hypothese du courant permanent parcourant les circuits (/ le meme, 
partout dans chaque circuit) : en regime permanent, il n’y a plus de probleme de delai lie a la 
vitesse de propagation finie de la lumiere. 


9.2.2 Definition legale de 1’ Ampere 

Considerons le cas de deux fils infinis parcourus par un courant I\ et I 2 , situes a une distance d 
l’un de l’autre. Grace au theoreme d’Ampere, il est alors facile de calculer le champ magnetique cree 



par chaque fil. La force par unite de longueur subie par le fil 2 a cause du champ 


t 


1 vaut 


dF i_>2 

dh 


^2^2 A 

dh " 

I\dt\ A ^2 
dh 


Pohh 

2nd 


U12 


d 2-j.l 

dh 


Cette force est attractive si les deux courants sont dans le meme sens, repulsive sinon. Puisqu’il y a 
une force magnetique agissant sur des circuits parcourus par un courant, on peut mesurer Lintensite 
de celui-ci. C’est par la mesure de cette force qu’a ete etablie la definition legale de l’Ampere (A) : 
L’Ampere est I’intensite de courant passant dans deux fils paralleles, situes a 1 metre 
I’un de V autre, et produisant une attraction reciproque de 2.10 7 Newtons par unite de 
longueur de fil. 


9.2.3 Moment de la force magnetique exercee sur un circuit 

Puisqu’un circuit electrique est un solide, il faut utiliser le formalisme de la mecanique du solide. 
On va introduire ici les concepts minimaux requis. 
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Soit un point P quelconque appartenant a un circuit electrique et le point O, le centre d’inertie de 
ce circuit. Si ce circuit est parcouru par un courant permanent / et plonge dans un champ magnetique 
P , alors chaque element de circuit P = dOp , situe autour de P, subit une force de Laplace 
dP L = lP A B . Lg moment pctr rapport ci O de let force de Lctplctce sux 1 ensemble du circuit est ulors 

f = l Op AdP, 


circuit 


Soient trois axes A j, passant par le centre d’inertie O du circuit et engendres par les vecteurs unitaires 
e l . Le moment des forces s’ecrit alors T* = L’existence d’un moment non nul se traduit par 

la mise en rotation du circuit autour d’un ou plusieurs axes A*. Autrement dit, par une modification 
de la « quantite de rotation » du solide, e’est-a-dire son moment cinetique. Le moment cinetique du 
solide par rapport a O est 

t= loP A it dm 


circuit 


ou dm est la masse elementaire situee sur 1’element dOp, et it sa vitesse. Dans tous les cas de figure 
etudies dans ce cours, on admettra qu’on peut choisir les axes A* tel que le moment cinetique d’un 
circuit peut se rnettre sous la forme 

i=3 

~P — t ' T j Sdl j C. ] 

1=1 

ou D est le vecteur instantane de rotation et Z* les 3 moments d’inertie du circuit par rapport aux 3 
axes Aj ([Z] est la matrice d’inertie, ici diagonale). Le moment d’inertie par rapport a 1’axe A,- est 
defini par 

Zj = j) d/mrf 
circuit 

ou r'i est la distance d’un point P quelconque du circuit a 1’axe A.; . La dynamique d’un circuit soumis 
a plusieurs moments de forces exterieures est donnee par le theoreme du moment cinetique (pour un 
solide) 


dt 

dt 


— ext 


(9.5) 


Dans le cas d’un circuit tournant autour d’un seul axe Oz, avec une vitesse angulaire it = nz = h 
et un moment d’inertie Z constant, on obtient 1’ equation simplifiee suivante : 


zj = r. 


(9.6) 


9.2.4 Exemple du dipole magnetique 


Considerons le cas simple d’un dipole magnetique, e’est-a-dire d’une spire parcourue par un courant 
I permanent, plonge dans un champ magnetique exterieur P constant (soit dans tout l’espace, soit 
ayant une variation spatiale sur une echelle bien plus grande que la taille de la spire). La force de 
Laplace s’ecrit alors 

/ 

(f Idt I A P = P 


P L = j) fP A P 

spire 


spire 


(puisque dans le plan xOy du circuit, le deplacement vectoriel s’ecrit : P = dOP = dxx + dyy comme 


on peut voir dans la figure 9.2 ci-dessous. 
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Figure 9.2 - Circuit dans un champ magnetique 


Un champ magnetique constant ne va done engendrer aucun mouvement de translation de la spire. 
Le moment de la force de Laplace par rapport au centre d’inertie O de la spire s’ecrit : 

f = J)O^AdP L = J OIt* A (idofi A if) 


spire 


spire 


= / j dOP (op -B^ - IB j (op ■ dOP ) =1 j> dOP (OP • £?) - 0 

spire spire spire 

= I j) ( dxx + dyy ) ( xB x + yB y ) = IB y x ji ydx + IB x y j) xdy 

spire spire spire 

= (- IB y x + IB x y ) y xdy = ( IB x y - IB y x) ^ j) ( xdy - ydx) = ( IB x y - IB y x) S 


spire 


spire 


= ISn A 


ou n = it, (x et y sont dans le plan du dipole magnetique : voir la figure 9.2). En se rappelant que 
fit = ISn , on a 


= fit A 


(9.7) 


Malgre une resultante des forces nulle, le champ magnetique exerce un moment qui va avoir tendance 
a faire tourner la spire sur elle-meme, de telle sorte que son moment magnetique dipolaire fft s’aligne 
dans la direction de i^. 

Remarques : 


1. L’expression (9.7) ci-dessus n’est valable que dans le cas d’un dipole. 


2. On utilise souvent le terme « couple magnetique » pour decrire le moment des forces rnagne- 
tiques sur un circuit, ceci pour eviter de confondre avec le moment magnetique dipolaire. 
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3. Les materiaux ferromagnetiques sont ceux pour lesquels on peut assimiler leurs atonies a des 
dipoles alignes dans le meme sens. Mis en presence d’un champ magnetique externe, ils auront 
tendance a se mettre dans la direction du champ, ce qui va produire un mouvement macroscopique 
d’ensemble. 


9.3 Energie potentielle d’interaction magnetique 

9.3.1 Le theoreme de Maxwell 


Un circuit electrique parcouru par un courant produit un champ magnetique engendrant une force 
de Laplace sur un deuxieme circuit, si celui-ci est lui-meme parcouru par un courant. Chaque circuit 
agit sur 1’autre, ce qui signifie qu’il y a une energie d’origine magnetique mise en jeu lors de cette 
interaction. D’une fagon generale, un circuit parcouru par un courant permanent place dans un champ 
magnetique ambiant possede une energie potentielle d’interaction magnetique. 

Pour la calculer, il suffit d’evaluer le travail de la force de Laplace lors d’un deplacement virtuel de 
ce circuit (methode des travaux virtuels, comme en electrostatique). 


dS r: 



Considerons un element dl d’un circuit filiforme, oriente dans la direction du courant I. Cet element 
subit une force de Laplace ~df ' l • Pour deplacer le circuit d’une quantite dr , cette force doit fournir 
un travail 


d 2 W L = ^ L -^ = /pAl)J = 7pAd!)-5 
= IdS c h ■ = Id 2 & c 


ou dS c n est la surface elementaire decrite lors du deplacement de l’element de circuit (les trois vecteurs 
torment un triedre direct). On recommit alors 1’expression du flux magnetique a travers cette surface 
balayee, appele flux coupe. Pour l’ensemble du circuit, le travail du a un deplacement elementaire dr 
est 


dW L = 


d 2 W L = 


Id 2 $ c = Id$ c 


circuit circuit 


Theoreme de Maxwell : 

Le deplacement d’un circuit electrique ferme dans un champ magnetique exterieur 
engendre un travail des forces magnetiques egal au produit du courant traversant le circuit 
par le flux coupe par celui-ci lors de son deplacement. 

Commentaires sur la notion de Flux coupe 

Le nom de flux coupe provient de notre representation du champ magnetique sous forme de lignes 
de champ. Lors du deplacement du circuit, celui-ci va en effet passer a travers ces lignes, done les « 
couper » . La notion de flux coupe est tres importante car elle permet parfois de simplifier les calculs 
considerablement. Par ailleurs, dans le cas d’un champ magnetique constant dans le temps, 
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nous allons demontrer que le flux coupe par le circuit <L C lors de son deplacement est exactement egal 
a la variation du flux total Ad>. 



Soit un circuit C oriente, parcouru par un courant I et deplace dans un champ magnetique exterieur 


(voir figure 9.3.1 ci-dessus). Ce circuit definit a tout instant une surface S s’appuyant sur C. Lors du 
deplacement de sa position initiale vers sa position finale, une surface fermee X = Si + Sf + S c est ainsi 
decrite, ou S c est la surface balayee lors du deplacement. On choisit d’orienter les normales a chaque 
surface vers l’exterieur. La conservation du flux magnetique impose alors 


<f>y; = <h 5i - $Sf + = 0 , 


c’est-a-dire 

$c = $S f - ®Si ■ 

On a done bien <3? c = A<L et le travail fait par la force de Laplace est : 


W L = I A<f> , 


(9.8) 


qui est verifie algebriquement. Ne pas oublier que ce raisonnement n’est valable que pour 
un champ magnetique exterieur statique (pas de variation temporelle du champ au cours du 
deplacement du circuit). 


9.3.2 Energie potentielle d’interaction magnetique 

Considerons un circuit electrique parcouru par un courant permanent I et place dans un champ 
magnetique statique. Le circuit est done soumis a la force de Laplace : cela signifie qu’il est susceptible 
de se deplacer et done de developper une vitesse. On pourra calculer cette vitesse en appliquant, par 
exemple, le theoreme de l’energie cinetique A< S c = Wl = I A<L . Mais d’ou provient cette energie? 

Si Lon en croit le principe de conservation de l’energie, cela signifie que le circuit possede un reservoir 
d’energie potentielle U m . lie a la presence du champ magnetique exterieur. L’energie mecanique du 
circuit etant £ = £ c +U m , on obtient dU m = —cIWl- 

L’energie potentielle magnetique d’un circuit parcouru par un courant permanent I et place dans 
une champ magnetique exterieur est done 


Um = — /<3? + Constante . 


(9.9) 


La valeur de la constante, comme pour toute energie potentielle d’interaction, est souvent choisie 
arbitrairement nulle. 
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9.3.3 Expressions generates de la force et du couple magnetiques 

L’existence d’une energie potentielle se traduit par une action possible (reconversion de cette ener- 
gie). Ainsi la resultante F Tj = des forces magnetiques exercees sur le circuit est donnee par 


dUm 


3 


E 


8U m 

dxi 


dxi 


-dW L 



3 

y Fidxi 
2=1 


ou les dxi mesurent les deplacements (translations) dans les trois directions de l’espace par rapport au 
centre d’inertie du circuit (la ou s’applique la force magnetique). On obtient ainsi l’expression generale 
de la force de Laplace agissant sur un circuit parcouru par un courant permanent, c’est-a-dire 


Fi = - 


dUrn 

dxi 


ou sous forme vectorielle 

'f'L = -grad U m = I grad <J> 

Remarques : 


(9.10) 


1. La force totale (s’exergant done sur le centre d’inertie du circuit) a tendance a pousser le circuit 
vers les regions ou le flux sera maximal. 

2. Cette expression est valable uniquement pour des courants permanents. Noter qu’elle s’applique 
neanmoins pour des circuits deformes et done pour lesquels il y aura aussi une modification du 
flux sans reel deplacement du circuit. 


On peut faire le mane raisonnement dans le cas d’un mouvement de rotation pure du circuit. 
Prenons le cas general de rotations d’angles infinitesimaux deti autour de trois axes A*, passant par le 
centre d’inertie O du circuit et engendres par les vecteurs unitaires e*. 



Soit le vecteur = OP — re ii an t un point P quelconque d’un circuit et le point O. La vitesse 
du point P s’ecrit en toute generality (voir un cours de mecanique) 


dP 

dt 





ou le premier terme correspond a une translation pure et le second a une rotation pure, decrite par le 
vecteur instantane de rotation 


fl = 


( Ot\ 
0-2 
\ «3 


E doii ^ 
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L’expression generate du moment de la force magnetique par rapport a O est r — T^-i r<e<. Le 
travail du a la force de Laplace lors d’une rotation pure ( r = OP reste constant) 


dW L 



3 

= = y i 

2=1 


d<T 

da.i 


dcti 


3 

y, da.Tr 
2=1 


d’ou 


r i = 7 


<9$ 

<9cq 


Autrement dit, le moment de la force magnetique par rapport a un axe A, passant par le centre d’inertie 
O du circuit, depend de la variation de flux lors d’une rotation du circuit autour de cet axe. 


Exemple : Le dipdle : En supposant que le champ magnetique exterieur est constant a l’echelle 
d’un dipole de moment magnetique dipolaire rft = ISn, on obtient un flux d> = ^ • Sn. 

La force magnetique totale s’ecrit alors 

L = /grad ( I> = grad ^ ISn ■ 


c’est-a-dire 



Le moment de la force magnetique (couple magnetique) s’ecrit 



(9.11) 


Or le moment magnetique dipolaire varie de la fagon suivante lors d’une rotation 


3 3 

drft = ^2 do^ei Arft = 

2=1 2=1 


drift, 

dai 


da. 


et on obtient done 


r* = it • (e. A rft} = e. ■ (rft A 


c’est-a-dire l’expression vectorielle 


t, = rft A ^ 


(9.12) 


Remarquer que ce calcul est bien plus facile que le calcul direct effectue a la section 9.2.4 


9.3.4 La regie du flux maximum 

Un solide est dans une position d’equilibre stable si les forces et les moments auxquels il est soumis 
tendent a le ramener vers cette position s’il en est ecarte. D’apres le theoreme de Maxwell on a 

dW L = Id 4> = /($/- $;) = ~f L • dr 

Si la position est stable, cela signifie que l’operateur doit fournir un travail, autrement dit un deplace- 
ment dr dans le sens contraire de la force (qui sera une force de rappel), done dW < 0 ou 3>/ < 4>j. 
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Un circuit tend toujours a se placer dans des conditions d’equilibre stable, oil le flux 
du champ est maximum. 

Cette regie est tres utile pour se forger une intuition des actions magnetiques. 

9.4 Laplace et le principe d’Action et de Reaction 

On demontre ici que le principe d’Action et de Reaction est bien verifie pour la force de Laplace 
s’exergant entre deux circuits C\ et C2 quelconques, parcourus par des courant permanents I\ et I2. 
La force exercee par C\ sur C2 s’ecrit 

Ci C 2 lCi J C2C1 

ou Pi (resp. P2) est un point quelconque de Ci (resp. C2) et P1P2 =PiP2rii2- La force exercee par C2 
sur Ci vaut 

Ci Ci lCi J C 2 Ci 

puisque ft 21 = — Ui2- Par ailleurs, on a 

dP^ 2 A (dF\ A ui 2 ^j = dPi (dp2 • S 12 ) - «i2 (d^ 2 • dP^i'j 

dPi A (dT%2 A ui2^j = dPi {dP\ ■ ui^ - U 12 (dP\ ■ dl^) 

II nous suffit done de calculer le premier terme puisque le second est identique dans les deux expressions 
des forces. Mathematiquement, les expressions 


sont effectivement equivalentes si ce qui se trouve dans le crochet (la fonction a integrer) est symetrique 
par rapport aux variables de chacune des deux integrates. Mais dans celle de gauche, le point Pi reste 
d’abord constant lors de l’integrale portant sur C2, tandis que dans celle de droite, e’est le point P2 
qui est maintenu constant lors de l’integration sur C\. Ainsi, on peut ecrire 


J ( PlP-2 f 

C 2 

J (PlP2) 2 

c 2 


dPi [dP 2 ■ U12 

(. P1P2 f 


dP 2 ( dP\ ' U \2 


(P1P2Y 


Posant = Pi P 2 et remarquant que dP2 = dPiP2+dPi = dPiP 2 ( puisque dPiP2 = d ^Pj( 
dP 2 — dP\ et dPi = 0 pendant 1 ’integration sur C2 ), on obtient : 


dP 2 • U12 


dr ■ lY 
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puisque l’on fait un tour complet sur C 2 et l’on revient done au point de depart. Le resultat est 
evidemment le meme pour l’integrale portant sur C\ . En resume, on obtient 


t 


1 - 5-2 — 


C2C1 


dP\ A u\2 
( P 1 P'2 ) 2 


fiohh II ™ 12 ' 

4tt // (P^) 2 

C2C1 


4vr JJ (PiP 2 ) 2 

C2C1 

= — ^2-»-i 


Ceci acheve la demonstration. 
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Chapitre 10 

Induction electromagnetique 


10.1 Les lois de l’induction 


10.1.1 L’approche de Faraday 


Jusqu’a maintenant, nous nous sommes interesses essentiellement a la creation d’un champ magne- 
tique a partir d’un courant permanent. Ceci fut motive par l’experience de Oersted. A la meme epoque, 
le physicien anglais Faraday etait preoccupe par la question inverse : puisque ces deux phenomenes 
sont lies, comment produire un courant a partir d’un champ magnetique ? II fit un certain nombre 
d’experiences qui echouerent car il essayait de produire un courant permanent. En fait, il s’apergut 
bicn de certains effets troublants, mais ils etaient toujours transitoires. 

Exemple d’experience : on enroule sur un meme cylindre deux fils electriques. L’un est relie a 
une pile et possede un interrupteur, l’autre est seulement relie a un galvanometre, permettant ainsi de 
mesurer tout courant qui serait engendre dans ce second circuit. En effet, Faraday savait que lorsqu’un 
courant permanent c.ircule dans le premier circuit, un champ magnetique serait engendre et il s’attendait 
done a voir apparaitre un courant dans le deuxieme circuit. En fait rien de tel n’ etait observe : lorsque 
l’interrupteur etait ferme ou ouvert, rien ne se passait. Par contre, lors de son ouverture ou de sa 
fermeture, une deviation fugace de l’aiguille du galvanometre pouvait etre observee (cela n’a pas ete 
pergu immediatement). Une telle deviation pouvait egalement s’observer lorsque, un courant circulant 
dans le premier circuit, on deplagait le deuxieme circuit. 

Autre experience : prenons un aimant permanent et plagons le a proximite d’une boucle consti- 
tute d’un fil conducteur relie a un galvanometre. Lorsque l’aimant est immobile, il n’y a pas de courant 
mesurable dans le fil. Par contre, lorsqu’on deplace l’aimant, on voit apparaitre un courant dont le signe 
varie selon qu’on approche ou qu’on eloigne l’aimant. De plus, ce courant est d’autant plus important 
epe le deplacement est rapide. 

Ces deux types d’experiences ont amene Faraday a ecrire ceci : « Quand le flux du champ 
magnetique a travers un circuit ferme change, il apparait un courant electrique. » 

Dans les deux experiences, si on change la resistance R du circuit, alors le courant I apparaissant 
est egalement modihe, de telle sorte que e = RI reste constant. Tous les faits experimentaux mis en 
evidence par Faraday peuvent alors se resumer ainsi : 

Loi de Faraday : la variation temporelle du flux magnetique a travers un circuit ferme 
y engendre une fern induite 


d $ , 1 

e = — — ( expression 1 


( 10 . 1 ) 


L’induction electromagnetique est done un phenomene qui depend intrinsequement du temps et sort du 
cadre de la magnetostatique (etude des phenomenes magnetiques stationnaires). Nous allons l’etudier 
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dans un premier temps dans le contexte d’une approximation dite « quasi-stationnaire » (voir section 


10.3.1 ). L’importance de l’induction provient du fait qu’il s’agit d’un phenomene magnetique produisant 


un effet electrique. 


10.1.2 La loi de Faraday 

Posons-nous la question de Faraday. Comment cree-t-on un courant ? Un courant est un depla- 
cement de charges dans un materiau conducteur. Ces charges sont raises en mouvement grace une 
difference de potentiel (ddp) qui est maintenue par une force electromotrice ou fem (elle s’exprime 
done en Volts). Une pile, en convertissant son energie chimique pendant un instant dt, fournit done 
une puissance P (travail W par unite de temps) modifiant 1’energie cinetique des dQ porteurs de charge 
et produisant ainsi un courant I. 

Soit P p la puissance eommuniquee a une particule de charge q p se deplagant a une vitesse . 
Sachant que dans un conducteur il y a n p porteurs de charge par unite de volume, la puissance totale 
P que doit fournir le generateur (par ex. une pile) est 


P = J J J n p P p dV = j dl J j n pPpdS = j dl j j npP p ■ Tf p dS 

V circuit section circuit section 

n p « p V p . i§) 17A = j (7 ■*§) 

circuit section 

= 7 I ^ = 7 e 
J Qp 

circuit 



Qp J Qp J J 

circuit section 


On pose done que la fem d’un circuit est 


P 

e = 7 = 


■ dt 


circuit 


q P 


( 10 . 2 ) 


ou F p est la force qui s’exerce sur les charges mobiles q p (c.-a-d. les porteurs du courant). Or la force de 
Coulomb est incapable de produire une fem, puisque la circulation du champ electrostatique (done 
le travail) est nulle sur un circuit ferine, 



circuit 


V(A)-V (A) = 0 


(10.3) 


II faut quand meme se rappeler que l’induction est toujours associee avec une variation des parametres 
physique dans le temps, (soit une variation temporelle du champ il, soit le deplacement d’un circuit) 
et rien n’empeche que la circulation du champ electrique dans de telles circonstances ne soit pas nulle. 

La force i^ p responsable de 1’apparition d’une fem sur les porteurs n’est rien d’autre que la force 
de Lorentz, e’est-a-dire 


e= j) + it a A • dl 

( expression 2 ) 

circuit 



(10.4) 


ou est la vitesse du hi electrique qui contient les porteurs du courant. N.B. Ce n’etait pas necessaire 
de tenir compte de la vitesse des porteurs du courant par rapport au fil electrique dans l’expression 2, 
puisque ce composant de leur vitesse est toujours parallele a dl. 
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Reprenons maintenant l’experience qui consiste a deplacer un circuit ferme avec une vitesse it 
dans un champ magnetique s et un champ electrique E s statiques. Que se passe-t-il pendant un 
instant dt? La force de Lorentz (due a ce mouvement d’ensemble) agissant sur chaque particule q du 
conducteur s’ecrit = q (li! s + "xt fil A fournissant ainsi une f.e.m., 


e = 


(ills + it Hi A l^s'j ■ ~d% = j> (^mdt A 


circuit 

= —~r dS c n ■ st 
dt J 

circuit 


circuit 


ou dS c n~ c est la surface orientee elementaire, decrite lors du deplacement du circuit. On recommit alors 
1’ expression du flux coupe a travers cette surface elementaire. On a done 



circuit 


d<b c 

dt 


dt 


puisque la variation du flux coupe est egale a celle du flux total a travers le circuit (conservation du flux 
magnetique, cf. theoreme de Maxwell). Attention au sens de df : il doit etre coherent avec d& c = d<h. 

Nous venons de demontrer la loi de Faraday dans le cas d’un circuit rigide, deplace dans un champ 
electromagnetique statique. Nous avons vu apparaitre naturellement l’expression du flux coupe. En 
fait, la seule chose qui compte, e’est l’existence d’un mouvement d’ensemble du tout ou d’une partie 
du circuit (revoir demonstration pour s’en convaincre). Ainsi, 1’expression de la fem induite 



( expression 3 ) 


(10.5) 


reste valable pour un circuit deforme et/ou deplace dans un champ magnetique statique. 

Premiere difficulty 

Prenons Pexperience de la roue de Barlow. L’appareil consiste en un disque metallique mobile 
autour d’un axe fixe, plongeant dans un champ magnetique et touchant par son bord exterieur une 
cuve de mercure. Un circuit electrique est ainsi etabli entre la cuve et l’axe et on ferme ce circuit sur 
un galvanometre permettant de mesurer tout courant. Lorsqu’on fait tourner le disque, un courant 
electrique est bien detecte, en coherence avec la formule de Pexpression 2. Cependant, il n’y a pas 
de variation du flux total a travers la roue ! Ce resultat experimental semble done contradictoire avec 

_ _d$c i 
e — dt ■ 

Comment comprendre cela? Meme si, globalement, il n’y a pas de variation du flux total, il n’en 
reste pas moins que les charges du disque conducteur se deplacent dans un champ magnetique. On 
pourrait done faire fi de Legality d& c = dd> et calculer ainsi une f.e.m. non nulle. Cependant, la cause 
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physique fondamentale de l ’induction reside dans l’ expression 2. II faut done utiliser les 
expressions 1 et 3 uniquement comme des moyens parfois habiles de calculer la fem. 

Deuxieme difficulte 

Si on se place maintenant dans le referentiel du circuit rigide, on verra un champ magnetique 
variable (e’est le cas, par ex, lorsqu’on approche un aimant d’un circuit immobile). Dans ce cas, le flux 
coupe est nul et on devrait done avoir une fem nulle, ce qui n’est pas le cas d’apres 1’experience de 
Faraday. Ce resultat experimental semble cette fois-ci en contradiction avec e = — 

Resolution de ce paradoxe 

Puisque, dans ce dernier cas, le champ magnetique depend du temps, il n’y a plus de lien direct 
entre le flux coupe et le flux total a travers le circuit. Si on revient a l’expression 2, on voit que dans 
le referentiel du circuit la force « magnetique » est nulle et il ne reste plus que le terme « electrique 
» . Or, lorsque nous avons considere les changements de repere dans section III. 1.3, nous avons vu 
que le champ electrique depend du champ magnetique (de rotation non nul) dans un autre repere. 
Afin d’etre en accord avec 1’experience de Faraday, on doit en conclure que la variation d’un champ 
magnetique doit produire un champ electrique de rotationnel non nul E m (dit champ electromoteur) 
qui va s’ajouter au champ electrostatique, E s . Avec cette supposition, on obtient : 


d$ 

e = — — ( experience de Faraday) 


it rn • dl = ® • dt 


circuit 


circuit 


ou nous avons utilise 


^ = iiL + 


et 1’equation 


circulation du champ electromoteur) 

dans la derniere egalite. En se rappelant de la 


10.3 


definition du flux magnetique, cette relation s’ecrit 


d<F 

dt 


ifpz-fl’i 

circuit circuit 


E 


■dt 


circuit 


Cette equation integrate decrit ainsi un nouvel effet physique, totalement independant de tout ce que 
nous avons vu jusqu’a present : l’induction. Comme, les champs sont presents meme en absence d’un 
circuit, on en deduit la validite de cette relation pour un contour arbitraire C et elle devient ainsi une 
des quatre equations fondamentales du champ electromagnetique : 



( 10 . 6 ) 


Comme les autres lois fondamentales, on peut exprimer l’eq.f 10.6 ) sous forme differentielle. Le 
theoreme de Stokes nous dicte que 



(10.7) 


pour n’im porte q uelle champ vectoriel et puisque le contour C est arbitraire, une com|>araison entre 
l’eq. ( 10.7 ) et l’eq. ( 10.6 ) , nous dicte l’ expression differentielle du rotationnel de E : 



( 10 . 8 ) 
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Resume/Bilan 

Que se passe-t-il si on deplace un circuit (rigide ou non) dans un champ magnetique 
variable ? Quelle expression faut-il utiliser? En fait, il faut revenir a la force de Lorentz dans le cas 
general de champs variables. On aura alors une fem induite 



Le premier terme decrit la circulation non nulle d’un champ electromoteur, associe a la variation 
temporelle du champ magnetique, tandis que le deuxieme terme decrit la presence d’un flux coupe du 
au deplacement du circuit et/ou a sa deformation. 

Note Bene : La convention est d’appeler « e» la force electromotrice (f.e.m.) du circuit rneme si 
on voit qu’elle est en realite l ’integrate d’un force par unite de charge sur un tour complet 
du circuit. De ce fait « e» a les unites de Volts rneme si l’idee de potentiel electrique n’est 
plus applicable en presence d’induction. Puisque « e» est mesure en Volts on dit parfois «difference de 
potentiel » du a la force electromotrice mais ceci est un leger abus de langage. 

Quelques subtilites : 

1. Puisque les porteurs de courant subissent une f.e.m., on aurait pu se demander pourquoi cette 
force n’entraine pas une force mecanique sur le fil. II faut se rappeler que le hi est neutre et qu’il 
y a autant de charges immobiles (de charge opposee) qu’il y a de charges porteurs de courant. 
Les forces sur ces charges sont egales et opposees aux forces sur les porteurs, et par consequence, 
la force d’induction ne produit pas de force mecanique sur un hi neutre. 

2. On pouvait egalement se demander pourquoi nous avons invoque seulement la vitesse du fil, it hi, 

et pas la vitesse moyenne des porteurs de courant, lt p , qui est responsable pour le courant (i = 
Sqn p ||ltp||). La veritable vitesse moyenne des charges de conduction est ainsi it = + ltp). 

Les raisons pour cet apparent oubli sont les suivantes : 

(a) La vitesse ltp associe avec le courant est dirige selon la direction ~dt du fil. La force electro- 
motrice, ltp A it qu’elle genere sera done perpendiculaire au fil. Cette force va rapidement 
redistribuer les porteurs de courant afin d’etablir un champ de Hall qui produira une 
force qui lui est egale et opposee (voir TD). Done, la plupart du temps on se soucie gere de 
cette force et elle ne contribue pas dans le calcul de la f.e.m. du circuit (parce qu’elle est 
perpendiculaire a dl). 

(b) D’autre part, le fait que les charges sont en mouvement avec une vitesse lt p par rapport au 
fil, ils subissent une force mecanique ltp A it que les charges immobiles ne subissent pas. 
Cette force mecanique est precisement la force de Laplace que nous avons deja etudie dans 
le chapitre[9j Nous constatons done, que la force de Lorentz est a la fois responsable 
de la force de Laplace et au terme lt fi i A it dans la force electromotrice. 

10.1.3 La loi de Lenz 

Enonce : l ’induction produit des effets qui s’opposent aux causes qui lui ont donne 
naissance. 

Cette loi est, comme la regie du flux maximum, deja contenue dans les equations et done n’apporte 
rien de plus, hormis une intuition des phenomenes physiques. En l’occurrence, la « loi de Lenz » n’est 
que 1’expression du signe « - » contenu dans la loi de Faraday. 
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Exemple : si on approche un circuit du pole nord d’un aimant, le flux augmente et done la fem 
induite est negative. Le courant induit sera alors negatif et produira lui-meme un champ magnetique 
induit oppose a celui de l’aimant. Deux consequences : 

1. L’ augmentation du flux a travers le circuit est amoindrie. 

2. II apparait une force de Laplace = Fgracl'F negative, s’opposant a 1’approche de l’aimant. 

Le signe « - » dans la loi de Faraday (la loi de Lenz) decrit le fait que dans des conditions normales, 
il n’y a pas d’emballement possible (ex. courant ne faisant qu’augmenter). 

Remarque sur la convention de signe 

La determination du sens du courant induit se fait de la fagon suivante : 

1. On se choisit arbitrairement un sens de circulation le long du circuit. 

2. Ce sens definit, grace a la regie du bonhomme d’Ampere, une normale au circuit. 

3. Le signe du flux est alors determine en faisant le produit scalaire du champ magnetique par cette 
normale. 

4. En utilisant ensuite la loi de Faraday, on obtient la valeur et le signe de la fem. 

5. Enfin, le courant est obtenu a partir de la loi d’Ohm (son signe peut aussi etre directement connu 
en utilisant la loi de Lenz). 


10.2 Induction mutuelle et auto-induction 


10.2.1 Induction mutuelle entre deux circuits fermes 


Soient deux circuits fermes, orientes, traverses par des courants I\ et Fj. 



Le premier cree un champ magnetique F^i dont on peut calculer le flux 4>i2 a travers le deuxieme 
circuit, 


4>i2 — j j F^ i 

s 2 


>2 — 


47 r 


///^ 


S 2 Cl 


Fi 


( 10 . 10 ) 


ou P est un point quelconque du circuit C\ ( 1’element de longueur valant di\ = dOP ) et M un point 
quelconque de la surface delimitee par C 2 , a travers laquelle le flux est calcule. De meme, on a pour le 
flux cree par le circuit C 2 sur le circuit C\ : 


4*21 




d? 2 APlvt 

PM 3 


h 


( 10 . 11 ) 


ou P est cette fois-ci un point du circuit C 2 et M un point de la surface delimitee par C 1 , a travers 
laquelle le flux est calcule. Les termes entre crochets dependent de la distance entre les deux circuits 
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et de facteurs uniquement geometriques lies a la forme de chaque circuit. Comme, dans le cas general, 
ils sont difficiles voire impossible a calculer, il est commode de poser 

$12 = M12I1 
$21 = M21I2 

Le signe des coefficients depend de l’orientation respective des circuits et suit la meme logique que 
pour le courant induit. D’apres les choix pris pour le sens de circulation le long de chaque circuit (voir 
figure), les flux sont negatifs pour des courants I\ et I2 positifs. Done les coefficients sont negatifs dans 
cet exemple. 


Theoreme : Le coefficient d’induction mutuelle ou inductance mutuelle (unites : Henry) 


M — M12 — .I/21 


( 10 . 12 ) 


II met en jeu une energie potentielle d’interaction magnetique entre les deux circuits 


U rn = —MI1I2 + Constante 


II nous faut demontrer que les inductances sont bien les mernes pour chaque circuit. La raison 
profonde reside dans le fait qu’ils sont en interaction, done possedent chacun la meme energie potentielle 
d’interaction. Si on deplace C2, il faut fournir un travail 

dW 2 = I 2 d ^\ 2 = hhdM 12 

Mais ce faisant, on engendre une variation du flux a travers C\ et done un travail 

dW\ = I\d<& 2 i = L 2 l\dM 2 \ 

Puisqu’ils partagent la meme energie d’interaction (chaque travail correspond au mouvement relatif de 
Ci par rapport a C2), on a dW\ = dW 2 et done 

dM\2 = dM2\ => M \ 2 = M21 + Constante 


Cette constante d’integration doit etre nulle puisque, si on eloigne les circuits 1 ’un de l’autre a l’infini, 
1 ’interaction tend vers zero et done les inductances s’annulent. 

N.B. Quand nous disons ci-dessus que les deux circuits possede le meme potentiel d’interaction, qa 
revient a dire que le principe d’action et reaction est satisfait pour les circuits. Nous avons demontre 


que ceci est bien le cas pour des courants stationnaire demontrer dans la section 9.4 


10.2.2 Auto-induction 


Si on considere un circuit isole, parcouru par un courant I, on s’aperqoit qu’on peut produire le 
meme raisonnement que ci-dessus. En effet, le courant I engendre un champ magnetique dans tout 
l’espace et il existe done un flux de ce champ a travers le circuit lui-meme, 



s 

qu’on peut simplement ecrire 



dl APaI 

PA? 3 


I 


$ = LI 


( 10 . 13 ) 


ou L est le coefficient d’auto- induction ou auto-inductance (ou self), exprime en Henry. Il ne depend que 
des proprietes geometriques du circuit et est necessairement positif (alors que le signe de l’inductance 
mutuelle depend de 1 ’orientation d’un circuit par rapport a l’autre). 
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10.3 Regimes variables 


10.3.1 Definition du regime quasi-stationnaire 


Avec les lois que nous avons enonce jusqu’a present, nous sommes en mesure d’etudier certains 
regimes variables. En effet, tous les raisonnements bases sur la notion d’un champ (electrique ou 
magnetique) constant au cours du temps peuvent aisement etre appliques a des systemes physiques 
variables (champs dependant du temps), pourvu que cette variability s’effectue sur des echelles de 
temps longues par rapport au temps caracteristique d’ajustement du champ. Void tout de suite un 
exemple concret. 

La plupart des lois de la magnetostatique supposent un courant permanent, c’est-a-dire le meme 
dans le tout le circuit. Lorsqu’on ferme un interrupteur, un signal electromagnetique se propage dans 
tout le circuit et c’est ainsi que peut s’etablir un courant permanent : cela prend un temps de 1’ordre 
de l/c, ou l est la taille du circuit et c la vitesse de la lumiere. Si Ton a maintenant un generateur 
de tension sinusoidale de periode T, alors on pourra rnalgre tout utiliser les relations deduites de la 
magnetostatique si 


T» l/c 


(10.14) 


Ainsi, bien que le courant soit variable, la creation d’un champ magnetique obeira a la loi de Biot 
et Savart tant que le critere ci-dessus reste satisfait. Ce type de regime variable est egalement appele 
regime quasi-stationnaire. 


10.3.2 Forces electromotrices (fem) induites 


Considerons tout d’abord le cas d’un circuit isole rigide (non deformable). Nous avons vu qu’une 
fem induite apparaissait des lors que le flux variait. D’apres la loi de Faraday et 1’expression ci-dessus, 
cette fem vaudra 



(10.15) 


(L etant constant pour un circuit rigide). En regime variable, si le courant diminue, on verra done 
apparaitre une fem positive engendrant un courant induit qui va s’opposer a la decroissance du courant 
dans le circuit. La self d’un circuit tend done a attenuer les variations de courant. 

Dans les schemas electriques la self est symbolisee par une bobine. C’est en effet la fagon la plus 
commode de produire une self : plus le nornbre de spires est eleve et plus grande sera 1’ auto-inductance 
L (le cylindre sur lequel on fait l’enroulement est d’ailleurs souvent constitue de fer doux, materiau 
ferromagnetique, pour amplifier le champ, done L). Puisque le meme flux magnetique traverse les N 
spires de la bobine le flux a travers la bobine s’ecrit 


^bobine = 


IP 


bobine 



spire 


ce qui donne la regie 


^bobine — N<& s pj re 


(10.16) 


Exemple : On peut appliquer cette regie afin de trouver l’auto induction d’une bobine circulaire 
avec un coeur vide (pas de fer doux) avec N spires circulaires de rayon R, distribues uniformement sur 
une longueur l dans 1’ approximation d’une bobine infini, c’est-a-dire 

On se rappelle qu’en chapitre [?J c|ue nous avons montre c[ue le champ ^ est constant (dirige selon 


l’axe de la bobine) et que 


= no nl = (hqNI) /l. Le flux magnetique a travers une spire circulaire 
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5 2 ,e>,=0 



s’ecrit done 




ffi 


spire 


= nR 2 (jiqNI) /l 


spire 


Avec la regie de l’eq.( 10.16), nous obtenons d>bobine = -^d> sp i re = (//q ttR 2 N 2 I) /l et par la definition de 

iseif.vide - {nonR 2 N 2 ) /l (10.17) 


L de l’eq. ( 10.13 ) on obtient : 


comine coefficient d’auto-induction de la bobine. 

Si Ton considere maintenant deux bobines couplees C\ et C 2 , alors 1’expression des flux totaux a 
travers ces circuits s’ecrit : 

$1 = 3*11 + < f > 21 = L\l\ + MI 2 

< 

<^2 = ^>22 + * 1*12 = L2I2 + MR 

On aura done en regime variable des fem induites dans chaque circuit 


__ T dh_ M dh 
Ci Li dt M dt 
nr dll T dh 

e2 = - M H- L2 ld 


(10.18a) 

(10.18b) 


Ce couplage entre deux circuits electriquement independants peut avoir des consequences importantes 
(parfois desastreuses), comme l’apparition soudaine d’un courant dans un circuit ferine non alimente. 
En effet, supposons que I 2 soit nul a un instant et qu’il y ait a ce moment la une variation de courant 
I\. L’induction mutuelle va alors engendrer un courant I 2 induit, qui va a son tour modifier I\. 


On utiliser le systeme de deux equations couplees dans l’eq. ( 10 . 18 ) afin d’eliminer certains variables. 


Par exemple, souvent on s’interesse principalement aux forces electromotrices dans les deux circuits. 


On peut done utiliser l’eq. ( 10. 18b ) afin d’exprimer : 


dh 

dt 


&2 M dl\ 

L 2 L 2 dt 


(10.19) 


^ d ~k ■■ 


Mettant ceci dans l’eq. ( 10 . 18a ) , on elimine la variation dh a £ n d’obtenir une equation reliant ei, e 2 , 

LiL 2 -M 2 \ dh 


M 

ei = — e2 

E 2 


L 2 


dt 


( 10 . 20 ) 


Dans le cas generate, il nous faudrait d’autres informations reliant dli/dt a ei et e 2 afin d’etablir 
completement la relation entre ei et e 2 , mais pas dans le cas d’un transformateur en couplage quasi- 


parfait comme nous verrons dans la section 10.3.3 ci-dessous. 
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10.3.3 Couplage entre bobines : Transformateurs 


Puisque le champ magnetique est generalement tres faible a l’exterieur des bobines, l’induction 
mutuelle entre deux bobines est quasi-nulle sauf si une bobine est a l’interieur de l’autre, ou s’il 
y a un guide du flux magnetique d’une bobine vers 1’autre comme c’est-le cas dans la plupart des 
transformateurs (voir figure 10.2). 

Considerons d’abord le cas simple d’une bobine de longueur I 2 avec IV 2 spires de rayon R 2 a 
l’interieur d’une bobine de longueur l\ > I 2 et de rayon R\ > R 2 . On laissera l’axe de la bobine de 2 
faire un angle 9 avec 1’axe de la bobine a l’exterieur comme illustre dans la figure 10.1|(a) ). 



Figure 10.1 - Bobines en couplage magnetique 


En prenant 1’ approximation simplificatrice de bobine 1 infini, le champ magnetique produit par la 
bobine 1 est homogene sur 1’ensemble de la bobine 2 et donne par B\ = /Myn \I\Z. ou l’axe de la bobine 1 
est pris selon z et I± est le courant qui parcourt cette bobine. Par consequent, on peut aisement calculer 
le flux magnetique produit par I\ et traversant la bobine 2 comme <l?i 2 = fiQn\N 2 'KR^ cos OR = M 12 R, 
done 1’influence mutuelle est : 


M = M 12 = noN^nRl cosO/li 


( 10 . 21 ) 


Le calcul de $21 = M 21 R serait moins evident, mais il n’est pas necessaire car on sait que les inductions 
mutuelles sont egaux, M 21 = M 12 = M. II est pratique a definir un facteur de couplage magnetique, 
k, entre les deux circuits de la fagon suivante : 

M 


k = 


( 10 . 22 ) 


(LiL 2 ) 1/2 

Dans le cas d’un transformateur, on cherche a maximiser l’induction mutuelle et on prend gene- 
ralement l’axe de bobine 2 comme etant orientee selon le meme axe que la bobine 1, done 9 = 0 et 
cos 9 = 1 comme illustre dans la figure 10.1|b) ce qui nous donne : 


M — noN^TrRl/h 


^M /2 


(10.23) 


Dans le calcul de k ci-dessus, nous avons utilise les formules de bobines infinies pour les auto- inductances, 
c.-a-d. Li = iioNfnRf/li et L 2 = ^N^nR^/h- Puisque l\ > I 2 et R\ > R 2 , on constate par inspection 
de 1’ expression pour k dans l’eq.( 10.23| que k < 1, mais que k — > 1 dans la limite ou les dimensions de 
la bobine 2 tendent vers celles de la bobine 1, c.-a-d. quand I 2 — > h = l et R 2 — > R\ = R. 

Dans cette limite de dimensions egales, 1’inductance mutuelle devient M ~ /ioA^i^vri? 2 // ~ 


N 2 

TVi 


U 


~ jyyL 2 , ce qui arnene a un facteur de couplage quasi-parfait de k — 1. La condition de facteur 


de couplage parfait, k ~ 1 correspond done a M 2 = L 1 L 2 et si Ton injecte cette condition dans 1’ 


ex- 


pression reliant les forces electromotrices e 2 a ei des deux circuits donne dans l’eq. ( 10.20 ) on obtient : 


M JVi 

61 “ T 2 62 ~ ivs 62 


(10.24) 
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ce qui nous donne le principe de base des transformateurs ou la rapport des forces electromotrices 
de deux bobines en couplage quasi-parfait ne depend que du rapport du nombre de spires dans les 
bobines, independamment de la frequence des oscillations de courants dans les circuits. 

Dans la pratique, les deux bobines sont rarement 1’une a l’interieur de l’autre, mais plutot chacune 


enroule separement autour d’un meme « noyau » de fer doux comme illustre dans la figure 10.2 


Ce noyau a un double emploi. D’abord et principalement, il guide le flux magnetique entre les deux 
bobines afin d’assurer que le meme flux magnetique traverse chacun des deux bobines, assurant ainsi un 
couplage magnetique optimal de k ~ 1 entre les deux bobines. Deuxiemement, les moments dipolaires 
des atonies de fer doux s’alignent avec le champ magnetique produit par les bobines et renforcent ce 
champ magnetique de fagon a augmenter l’inductance mutuelle et les auto-inductances des bobines, 
tout en gardant un couplage optimal de M 2 ~ L 1 L 2 . Ces commentaires sont destines a une simple 
ebauche de principe et nous referons le lecteur interesse a la vaste litterature sur ce sujet d’importance 
majeur dans l’acheminement de courant electrique. 


Enroulemcnt Enroule merit 



Figure 10.2 - Schematique d’un transformateur de tension monophasique. 


10.4 Retour sur l’energie magnetique 

10.4.1 L’energie magnetique des circuits 

Dans le chapitre [9j nous avons vu que l’energie magnetique d’un circuit parcouru par un courant 
permanent I place dans un champ magnetique exterieur i^ e xt s’ecrit U m = — /4>. Or, un tel circuit 
produit un flux $ = LI a travers lui-meme, ce qui semblerait impliciuer une energie magnetique. . . ne- 
gative ? Etrange. D’autant plus que nous avions interprets cette energie comme une energie potentielle 
d’interaction entre le circuit et le champ exterieur. 

Afin de comprendre ce resultat, il faut se rappeler que ce qu’on appelle l’energie magnetique po- 
tentielle n’est pas 1’energie totale du systeme. L’energie magnetique potentielle etait derivee sous la 
condition qu’un generateur de courant fournissait du travail afin de garder le courant constant dans 
les circuits. Nous avons deja rencontre une situation analogue en electrostatique quand il s’agissait de 
calculer la force sur les armatures d’un condensateur quand ceux-ci sont tenues a potentiel electrique 
constant par un generateur. 

Il nous faut de nouveau raisonner par la methode des travaux virtuels. Tout effet a necessite un 
travail et est done porteur d’energie. Un conducteur portant une charge electrique Q (et potentiel V) 
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possede une energie electrostatique : 


- w - \ cv 2 - \ QV 


ou C est la capacite du conducteur. Cette energie est stockee dans (portee par) le champ electrostatique. 
Nous avons calcule cette energie en evaluant le travail fourni pour constituer ce reservoir de charges. 

II nous faut faire un raisonnement similaire pour le cas magnetique ici. S’il existe un courant I, 
c’est qu’un generateur a fourni une puissance P(t) = ei(t) pendant un certain temps. Cela signifie que 
le circuit (decrit par une self L) a regu une puissance 


P m (t) 


—ei(t) = Li 


di 

dt 


d / Li 2 \ 
dt ) 


puisque celui-ci cree un champ magnetique (on neglige ici toute dissipation). Partant d’un courant nul 
a t = 0, on obtient apres un temps At un courant / = i(At) et une energie emmagasinee 


f 

L"n 




(10.25) 


Cette energie est stockee dans le champ magnetique qui est cree par un courant d’amplitude I, circulant 
dans un circuit de self L. Le facteur 1/2 provient de Taction du circuit sur lui-meme. Si Ton prend en 
compte la dissipation (voir plus bas), on obtient que Tenergie necessaire a la creation d’un courant I 
(ou la generation du champ associe) doit etre superieure. 

Prenons maintenant le cas de deux circuits en interaction. Chacun est parcouru par un courant 
permanent et engendre ainsi un champ magnetique. L’energie magnetique totale emmagasinee est alors 


f — — 


/ eihdt — / e2hdt 
Jo Jo 


nt " 


tO L 


dt dt 


rt r 


dt + 


to L 


L2I2— + MI2 — 

dt dt 


dt 


= - (L,/f + L 2 I l) + Mhh 


On voit done que £ m / £ m ,i + £ m ,2 : il y a un troisieme terme, correspondant a Tinteraction entre les 
deux circuits. 


10.4.2 Forme integrate de l’energie magnetique 

On se rappelle que Tenergie electric|ue £ e peut etre ecrite dans la forme d’une integrate volumique : 

'-MI'™ 

Nous avons vu egalement c|ue £ e peut etre interpretee comme etant stockee par le champ electrique et 
qu’on peut le calculer via Tintegrale : 

£ e = ^JJJ^-tdV=^JJJ e r l 2 dV 


Notre objectif dans cette section est d’obtenir des expressions analogues pour Tenergie magnetique. 
A partir de l’eq.f 10.25) on peut en deduire 


£ m = hi 2 = l -I$ c 
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ou $ c i rc est le flux magnetique a travers le circuit. II s’avere utile dans ce contexte de faire appel au 
potentiel vecteur dans l’expression du flux magnetique a travers une surface S s’appuyant sur le 
circuit : 




= jjl$-d£ = jjr^~X-d^ = = j~A(M)-doM 

S S circ circ 


ou dans la derniere expression, nous avons choisi de denoter par M le point d’integration sur le circuit. 


Mettant ce resultat dans l’expression £ m = et en utilisant l’expression integrate de l’eq. ( 7.18 ) pour 
le potentiel vecteur A(M), on obtient : 

IdOM 


f — T 

‘-"m — 2 1 

c 

_ 1 
” 2 




To 
4vr PM 


7(P)dV P 



(P) • j (P)dVp 

ou nous avons aussi fait appel a l’expression de l’eq. (7.19) pour le champ 7 genere par un circuit 


filiforme. Ces manipulations nous indiquent done, que l’energie inagnetique emmagasinee, £ m , peut 
s’exprimer en generate via Pintegrale volumique : 


£ m = ~ 


IIP 


jdV 


(10.26) 


ou Pintegrale s’effectue sur tout l’espace. 

Inserant la relation roti? = j dans cette equation et en faisant appel a Pidentite [g] de section 
sur les mathematiques, on obtient : 


11.5 


• (rot dV = [ff div ( ~X A iX ] dV + 


L? • (rot dV 


( ~X A ft) • ndS + jjj ut • l$dV 
I$dV 


(10.27) 

ou dans la derniere ligne nous avons utilise le fait que Pintegrale surfacique du terme 7 A ■ ndS, 
evaluee a l’infini soit nulle (puisque pour grand r, ||^|| oc 1/r et ||i?|| oc 1/r 2 ). Finalement, en se 
rappelant que pour un milieu lineaire pt = — on obtient une expression locate pour W m ecrite 

H'OH'r 

entierement en termes du champ magneticiue : 


£ — - 


= j- [[[ —dV 

2/io JJJ Tr 


(10.28) 


Un exemple de Putilite de cette formule se trouve avec Penergie emmagasinee dans une bobine. En 


prenant les m ernes conditions que pour la bobine evalue dans la section precedente on a 
To NI/l a Pinterieur du cvlindre de la bobine (de rayon R et de longueur /), et nul partout ai 


13 „ 


int 

leurs. La 


formule de Peq. (|10.28|) nous donne 

f '^ 2 p)dv 


f — 


1 

2to 

1 to' k R 2 N 2 

2 l 


2 

’ int 


2to 


(t 2 0 n 2 i 2 /i 2 ) , „ , 

dV = — !—L (jtR 2 i) 

cylindre ^ TO 


r 


Le comparalson avec P equation ( 10.25 ) (c 


-a-d. £ m = \LI 2 ) 


permet d’en deduire que L = (/rovri? 2 A^ 2 ) /l 
en accord avec ce que nous avons trouve dans Peq. ( 10.17 ) ci-dessus en faisant appel a des considerations 
de flux magneticiue. 
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10.4.3 Bilan energetique d’un circuit electrique 

D’apres la relation etablie en electrocinetique, la tension entre deux points A et B d’un circuit vaut 

V A -V B = RI-e 

ou e est la fem situee entre A et B, R la resistance totale et le courant I circulant de A vers B. Etant 
parcouru par un courant, c.e circuit (ou c.ette branche du circuit) va engendrer un champ magnetique, 
done produire un flux a travers lui-meme qui, si le champ varie, va engendrer une fem (loi de Farada 3 r ) 
et on aura alors 

V A -V b = RI + L^ 
at 

En ajoutant un condensateur de capacity C en serie a ces elements, on obtient un circuit RLC et la 
difference de potentiel s’ecrit : 

dl Q 

Va-V r = RI + L— + A 

dt. C 

On obtient un circuit ferme complet en mettant les extremites B et A en contact avec Va ~ Vb = 0. 
Si aux moins une partie de ce circuit est placee dans un champ magnetique exterieur i^ ext , le champ 
total sera la somme du champ induit et du champ il e xt et 1 ’equation sera : 

v A -v B = o = m + + § + ^ = + 

ou [/gen = — d ^ xt est la force electromotrice venant de l’exterieur (toute autre source de force electromo- 
trice pourrait en principe etre assimilee dans U ge n , mats les sources de force electromotrice alternatives 
sont le plus souvent de type induction). 

Ainsi, un circuit compose d’un generateur delivrant une tension [7 ge n , d’une resistance R, d’une 
bobine de self L et d’un condensateur de capacity C (circuit RLC) aura pour equation 

(10.29) 

ou I = est le courant circulant dans le circuit et Q la charge sur l’une des armatures du condensateur. 
La puissance fournie par le generateur se transmet au circuit qui 1’utilise alors de la fagon suivante : 



P — IJ 1 

i — kj gen-* 


ri 2 + i- 





e’est-a-dire 

(10.30) 

Une partie de la puissance disponible est done convertie en chaleur (dissipation par effet Joule), tandis 
que le reste sert a produire des variations de Penergie electromagnetique totale du circuit. Dans un 
circuit « libre » (ou U gen = 0), on voit que cette energie totale diminue au cours du temps, entierement 
reconvertie en chaleur. 
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Chapitre 11 

Annexe des mathematiques 

11.1 Formules utiles 


grad / = 3 f = x^-f + y2-f + z^-f 

ox ay oz 
dA. h 


div 


2 = 3-2 = 


dA 

dx 


+ 


dy 


+ 


d_ 
dz 
9A Z 
dz 


~ct A b = 


X 

y 

z 


&X 


bx 

&x 

a y 

Qj Z 

= 

a y 

A 

by 

b x 

by 

b z 


CL Z 


_ bz _ 


— X ( Clybz Q'zby') "L y {yz^x ^xbz) A ^ (Q , xby &ybx') 


rot 2 = 3 A 2 = 

' dA z 


J y 

x y z 

Odd 
dx dy dz 

A x Ay A z 


= x 


dA, 


+ y 


dA r dA , 


dy dz 

A / = div grad f = 3 ■ (3 


dz dx 


+ z 


dA v dA , 


dx 


dy 


dx 2 dy 2 dz 2 


( 11 . 1 ) 

( 11 . 2 ) 


( 11 . 3 ) 


( 11 . 4 ) 

( 11 . 5 ) 


11.2 Analyse vectorielle 

11.2.1 Le flux d’un champ 

Si dans la notion du flux on ressent communement une idee de mouvement, c’est sans doute parce 
que 1’on parle du flux et du reflux de l’eau. C’est aussi parce que les flux que 1’on introduit en physique 
sont souvent ceux de vecteurs auxquels sont associees des deplacements d’objets ou de fluides. 

En fait, le flux est une definition mathematique n’impli quant a priori aucun mouvement. Pour un 
champ de vecteur 2(r) et un element de surface oriente do place en 'F, un element de flux d ( l> est 
defini par : = 2(2’) ■ d2 

Le flux total a travers une surface S est egal a la somme de ces elements de flux. L’expression 
integrate du flux a travers cette surface est done 



s 


Le champ electrique est un champ de vecteur et,en tant que tel, des elements de flux lui sont associes. 
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11.2.2 La divergence du champ 


Prenons un petit volume dV autour d’un point P. On appelle d&f le flux d’un champ de vecteurs 
2 a travers la surface fermee dS delimitant le volume dV. On appelle la divergence du champ 2, la 
limite suivante lorsque dS et dV tendent vers 0 

div^ s lim d XL 
dV- >0 dV 

On trouvera qu’en coordonnees cartesiennes, la divergence s’exprime 


div 


2 = 


dA x dA v 


+ 


dA-y 


( 11 . 6 ) 


dx dy dz 

Un theroeme important pour l’electrostatique est le theoreme de d’Ostrogradsky qui nous apprend 
cpe le flux d’un champ 2 a travers une surface fermee S est egale a l’integrale du divergence du champ 
2 sur le volume, V, delimitee par la surface : 


2 ■ d£ = M div 2 dV 

s JJJv 


(11.7) 


11.2.3 Le rotationnel d’un champ 

Considerons un champ vectoriel 2(x, y, z) et ses composantes A x (x , y, z), A y (x, y , z) et A z (x, y, z). 
On appelle rotationnel de 2, le vecteur rot; 2 dont les composantes en coordonnees cartesiennes sont 


dA z 


dy 

dz 

dA x 

_ dA z 

dz 

dx 

9Ay 

_ dA x 

dx 

dy 


rol 2 = 

Une fagon simple de se rappeler cette formule est 1’expression « deteminant » 

rot 2 = 


x 

d_ 

dx 

A 


y 

d_ 

dy 


d_ 

dz 


= X 


4 A 

x -^-z 

dA - dA, 


dy 


dz 


+ y 


dA. r dA- 


dz 


dx 


Az 


dA, dA , 


dx 


dy 


Un theroeme important pour le magnetostatique est un des « theoremes de Stokes » qui nous 
apprend que la circulation de champ 2 le long d’un contour fermee C est egale au flux du rotationnel 
de 2 a travers toute surface S s’appuyant sur C : 




( 11 . 8 ) 


c 


11.2.4 L’operateur « nabla » 


L’operateur « nabla » note 




est largement utilise dans les ouvrages anglo-saxon. II s’ecrit 


done en coordonnees cartesiennes, 


dx dy dz 
ses composantes sont 


d 


d 


3 = 


d_ 

dx 

JE 

dy 

JL 

dz 


(11.9) 


( 11 . 10 ) 
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Avec cette notation, le gradient d’un champ scalaire V s’ecrit (en coordonnees cartesiennes) 


gradte 

= ^ V 

(11.11) 

La divergence d’un champ vecteur A s’ecrit 



II 

'S 

.^■2 

(11.12) 

et finalement le rotationnel d’un champ vecteur 

s’ecrit 


rol = 


(11.13) 


Notamment 



' d_ ' 


A x 


l 

05 

dA y 

dx 



dy 

dz 

d 

dy 

A 

Ay 

= 

dA x 

dz 

_ dA z 
dx 

d_ 


_ a 2 _ 


dAy 

_ dA x 

_ dz _ 



dx 

dy . 


(11.14) 


Attention : Cette notation peut servir comme aide-memoire aux expressions de div, grad, et 
de rol en coordonnees cartesiennes, mais il ne faut pas oublier qu’elle ne marche qu’en coordonnees 
cartesiennes. En coordonnees cylindriques et spheriques, il faut revenir aux definitions mathematiques 
de ces operateurs afin de retrouver leurs expressions correctes. 


11.3 Theoreme de Green-Ostrogradsky 


11.3.1 Enonce general 

Nous avons montre ci-dessus que le flux de 2 a travers la surface (orientee normale sortante) qui 
delimite un petit cube est egale a la divergence de 2 multipliee par le volume de ce cube. Ceci se 
generalise a toute surface fermee et a tout vecteur 2 . Soit 2 un champ de vecteur, S une surface 
fermee dont les elements de surface d2 sont orientes dans le sens de la normale sortante, et V le volume 
delimite par la surface fermee. 



On a de fagon generale : 


S 2-d£ = <i 

Iff div 2 dV 

JJs 1 

Uv 


(11.15) 


Avec ce theoreme, on peut remonter au theoreme integrate de Gauss, (l’eq. (3.11 ) ) a partir de sa forme 
local : On remplage 2 

second mernbre du theoreme. Ensuite, puisque 


par E et on invoque la forme locate du theoreme de Gauss, div E = A dans le 


P dV — Qint 


ce qui donne 


Q 


int 


Js e o 

ou Ton retrouve 1’expression integrate du theoreme de Gauss. 
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11.3.2 Exemple 

L’application de ce theoreme sur un volume quelconque et pour un champ de vecteur non trivial 
est tres vite compliquee. Nous nous contenterons de le verifier sur un champ radial de composante : 

. x . v . z 
A X = — Ay = — A z = — 
a a a 

et pour un volume delimite par une sphere de rayon R centree a l’origine. = ~r^/a est un vecteur 
radial de norme r. Le flux de a travers une sphere de rayon R est done 

$2-d$=-x 4rf= — 

JJs a a 

On obtient directement que div^ = 3/a en tout point de l’espace, et l’integrale de la divergence de 
^ sur le volume de la sphere est : 

M div dV = - X -7T i? 3 = 

JjJv a 3 a 

ce qui est en accord avec le theoreme de Green-Ostrogradsky. 


11.4 Theoreme de Stokes 


11.4.1 Enonce general 


Theoreme 4 Le « Theoreme 
contour C quelconque est egal 


de Stokes » s’ecrit : La circulation d’un champ vectoriel A le long d’un 
au flux du rotationnel de ~X. a travers toute surface s ’appuyant sur C : 



(11.16) 


11.4.2 Exemple 

Verifier le theoreme de Stokes pour = (z 3 ,2x, y 2 ) et pour un disque dans un plan z = Cte de 
rayon R centre au dessus de l’origine. 

Reponse : En general 


rot 111 = 

Pour ce probleme 


x y z 

JL JL JL 

dx dy dz 

E x E y E z 


dE z dE v 

- x | „ „ | -y 


dy 


8z 


dE r dE z 


dz dx 


+ z 


dEy dE z 
dx 


dy 


rot E = 


x y z 

JL JL JL 

dx dy dz 

z 3 2x y 2 


dy 2 


dy 


dz 3 \ ^ ( dx\ 


= * )+y\NL-)+z\Nz) 


dz J \dx J 


= 2 yx + 3 z 2 y + 2 z 

Dans le plan z = 1, dS = dSz = dxdyz = dppdfz et rot = 2yx + 3 z 2 y y + 2 z. On obtient done : 



disque 



2 ttR 2 


disque 
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Pour calculer la circulation sur le perimetre du disque, il est pratique de parametrer l’integrale en 
termes de l’angle 4> 

~dl = <f)Rd(f) = Rd(j) (— -^-x + ~^y) x = Rcoscj) y = Rsmcf) 

V R R / 


el la circulation de E sur le perimetre du disque s’exprime done 

/ .V V c27T 


j~^ -di = J ( z 3 x + 2 xy + y 2 z) • Rd(j) 

r2n 

= R (z 3 x + 2 R cos <f>y + R 2 sin 2 tpz'j ■ (— sin <f>x + cos <fiy) dej) 

Jo 

r2i r r2n 

= R (— z 3 sin (j> + 2i?cos 2 0) dcf> = 2R 2 / cos 2 4>dcf> 

Jo Jo 


/ 0 

= 2-itR 2 


ou nous avons utilise la relation 


2 1 + cos (2 a) 


cos (2a) = cos 2 a — sin 2 a => cos 2 a = 

Done nous avons montre dans notre exemple que 

j) ^ ■ dl = • d£ = 2itR 2 

cercle disque 

ce qui verifie le theoreme de Stokes. 


11.5 Identities d’analyse vectorielle 


1. Montrer que rol ^grad / j = it. 
Demonstration : 


d 


d 


d 


grad / = x—f + y — f + z — f 


rot grad / = 


dx 

x 

d_ 

dx 

df 

dx 


= 0 


y 

JL 

dy 

df 

dy 


dy‘ 

z 

d_ 

dz 

df 

dz 


dz ‘ 


d‘ 


= $(^L-^L) + y(^L 

\dydz dzdy ) \dzdx dxdz J 




^ / d 2 f 
V dxdy 


d 2 f \ 
dydx J 

(11.17) 


/ — 


2. Montrer que div ^rot A j = 0. 

Demonstration : 


div 


^roL 


A = 


8_ (dA, _ 8Ay\ d_ fdA 

dx V dy dz J dy \ dz dx 
( d 2 A z d 2 A y \ ( d 2 A x d 2 A z \ 


dA z \ d f dA y dA a 


dz \ dx dy 

f dAy d 2 A x \ 


\ dxdy dxdz ) \ dydz dydx ) \ dzdx dzdy ) 


= 0 


(11.18) 
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3. Montrer que div(f2)= (grad /) • 2 + / div 2. 
Demonstration : 


d_ 

dx 


d 


d 


*J Ax + dy fAy+ dz fAz 


= A, 


= / 


^ f ) +f {iL A 

dA 

+ 


dx 


dy 


d£ 

dy 


+ AlA)+f 


i 8 a 

+ ( 

dz 


f div 2 + (grad/) • 2 


dA y 

dy 

d_ 

dx' 


+ fj ) + f (§Z A : 


+ A-X ( 7 —J ]+Ay[ — )+A Z [ —f 


d 

fz 

df 


d_ 

dz‘ 


(11.19) 


4. Montrer que ^ rot rot j 2 = ^grad div — ^ ou A est le Laplacien. 

Demonstration : 


rot 


2 = 


rot rot 2 = 


x y z 

d d d 

dx dy dz 

A x Ay A z 

X 

d_ 

dx 

dA z _ dA y 
dy dz 


= X 


dA z dA, 


dy 


dz 


y 

d_ 

dy 

( dA x _ dA - A 
\ dz dx 


+ y 


z 

d_ 

dz 


dA r dA, 


dz dx 


dA v 


= X 


+ y 


+ z 


' d_ 
dy 
d_ 
dz 
d_ 
dx 


y 


dA 

dx 

dA z 

dy 

dAx 

dz 


= —x 


^ d 
+ x Tx 


c> 2 4„ 

dy 2 

dAy 

dy 


+ 


dA, 

dy 

dz 

dA, 

dx 
d 2 A x 
dz 2 
dA 


) ( dx 

d (dAx _ dA , 
dz dx 


dA x 

dy 


dz 

d_ 

dx 

d_ 

dy 


dA,, dA, 


dx 

dAz 

dy 


dy 

dAy 

dz 


dz 


- y 

^ d 
Ay tt~ 
dy 


d 2 A v d 2 A, 


dx 2 
dA 


+ 


dz 


+ 


dz 2 

dA, 


dx 


— z 


d 2 A z 


+ z 


dA,,, dA, 


dx 


^ d 
+ Z Wz 


dx 2 
dA. 


+ 


dx 


d 2 A z 

dy 2 

dA. 

+ 


dy 


dy 


- (AA , AA , 82 A A _ - (AA , AA , AAA _ - (AA AAA AAA 

X \ dx 2 dy 2 dz 2 ) ^ \ dx 2 dy 2 dz 2 ) Z \ dx 2 dy 2 dz 2 


d ( dA x dA v dA , 


X dx V dx dy 


dz 


+ yzr~ 


d ( dA x dA,, dA, 


+ 


dy \ dx dy 


+ 


dz 


+ z tt - 


d ( dA x dAy dA 2 


dz V dx 


+ 


dy 


+ 


dz 


ce qui s’ecrit : 


rot rot^ 2 


= grai 


el div — a') 2 


( 11 . 20 ) 


). Montrer que rot (^f 2^j = ^grad fj A 2 + f rot 2 
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Demonstration : 


ro 


('*)- 


x 


d (fA z ) d(fA y y 

dy dz 


+ y 


d(fA x ) d(fA z )' 


dz 


+ z 


= X ( A z ^f - Ay 

ay dz 


T) + y(A^-A B l 


+ xf 


dA z dA 


dy 


+ y i si x 77 — st. z -g— 

dz dx 
dA x dA 


dx 

+ z f A v — - — A. 


+ yf 


x y z 

df df df 

dx dy dz 

A x Ay A 


dz J 1 V dz 

+ / rot fX 


dx 


+ zf 


dx 

df A df N 

y dx x d rj/ 
dAy _ 0A X \ 

dx dy J 


d(fAy) d(fA x ) 

dy 


= grai 


6. Montrer que div 
Demonstration : 


~ 1 

/) A + / rot /I 


= ( 5,4^ + A y 


9* 


y 

dB 

dx 


dy 

— -B.,,— — — — A? dBy 


+ B, 


dA z , dB x 

x - B 


dy 


+ A z 


y dx 
dA 


dy 


-A. 


z dx 

dB z 


dA x , „ dB y _ 

y 




dy dy 

dB x 


dA 


= B x 

A X 


dz 

dA z _ dAy 
dy dz 
dB z dBy\ A 


dz 


- — A. 


y 


+ B 


dz 

' dA x dA z 


y V dz 
dB x 


dy dz 


ly \ dz 

/ 


dx 

dB~ ' 

dx 


+ B z 

- A, 


' dAy dA. x 
v dx 
dBy 


dy 

dB x 


dx dy 


( 11 . 21 ) 


X A X — x ( AyB z — A z By ) + y ( A Z B X — A X B Z ) + z ( A x B y — A y B x ) 
div ^ X A B ^ = 7^— ( AyB z — A z B y ) + ( A Z B X — A X B Z ) + — ( A x B y — A y B x ) 


( 11 . 22 ) 


11.6 Exercices d’ Analyse vectorielle 

1. Calculer rot Aj. 

Reponse : On se rappel que 


done on a 


^ _ r _ xx + yy + zz 
r (x 2 + y 2 + z 2 ) 1 ^ 2 


ro 


= ro 




x 

d_ 

dx 

x 


y 

JL 

dy 

JL 


Z 

d_ 

dz 

z 

r 3 


d z d y 


d x d z 


d y d x 


dy r 3 dz r 3 J + ^ \ dz r 3 dxr 3 J ycter 3 dy r 3 

^ 3 - 3 3 — > 

= -x-£ \zy - yz) - y (xz - zx) + z-^ {yx - xy) = 0 
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2. Considerer le champ de vecteurs = (—y,x,0) / ( x 2 + y 2 ). Calculer son rotationnel et sa circu- 
lation sur un cercle de rayon R dans le plan xy centre a l’origine. derive-t-il d’un potentiel ? 
Reponse : Le rotationnel de 


rot E = 


x 

d_ 

dx 

y 


y 

JL 

dy 


d 


(. x 2 +y 2 ) (x 2 -\-y 2 ) 

d 


z 

d_ 

dz 

0 


x 


+ 


y 


dx ( x 2 + y 2 ) dy (x 2 + y 2 ) t 
2 ‘lx 2 ly 2 


(■ x 2 + y 2 ) ( x 2 + y 2 ) 2 ( x 2 + y 2 )‘ 

= 

sauf sur 1’axe z {x — > y — )• 0) ou il est mal defini. A cause de probleme sur l’axe, on a pas le droit 
d’affirmer que E derive d’un potentiel, parceque pour cela il faut demontrer que rot E = 0 

part out. 

On c.alcul maintenant sa circulation sur un cercle de rayon R dans le plan xy centre a l’origine. 
Le deplacement le long d’un cercle de rayon R est 

df = Rd<j)(f) = R,d<p (—^x + —y 


avec la c.ontrainte 


La circulation sur ce cercle est done 


V R 


2 i 2 7g>2 

x + y = R 


R ‘ 


cercle 

i r 2n _ _ _ _ 

= R 2 J ^ ~ yX + Xy ^ ' ^ ~ yX + xy ^ d( ^ 


i r 


d(j) 


= 2v r 


Le theoreme de Stokes nous dicte que 


ro tl%-d£= j -dH 

S cercle 


et on peut done conclure que 


rot £/ • cl& = 


2t r 


pour n’importe quelle surface S qui s’appuie sur le cercle. On peut en conclure que le rotationnel 
de n’est pas nul sur 1’axe z. et par consequence le champ E ne derive pas d’un potentiel. 
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